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Smernice za upotrebu

Primena tehnika vizualizacije u naprednoj statistici je zamisljena kao nastavak udZbenika Primena
tehnika vizualizacija u bazicnoj statistici Dejana Paji¢a (2020). Glavni junaci ovog udzbenika su
statisticke tehnike koje analiziraju razlike izmedu veceg broja grupa ili povezanost izmedu veéeg
broja varijabli — analiza varijanse i viSestruka regresiona analiza. Njih prate interaktivne
vizualizacije kojima Citalac moze pristupiti koristedi sledece linkove ili QR kodove:

ANALIZA VARIJANSE VISESTRUKA REGRESIJA

Venovi dijagrami

Interaktivne vizualizacije izradio je Dejan Paji¢, koristeci Javaskript biblioteke D3 - Data-Driven

Documents koja se distribuira u skladu sa 3-Clause BSD licencom. Autor biblioteke je americki
programer i strucnjak za vizualizaciju podataka Majkl Bostok. Algoritame za statisticku obradu
takode je kreirao Dejan Pajic. Slozeniji postupci obrade podataka obavljaju se uz pomo¢ besplatne
Javascript biblioteke |Stat.

Tekst udzbenika napisala je Tanja Jevremov. Prateci tekst, Citalac ¢e biti poveden u avanturu u
kojoj je jedan od glavnih ucesnika. Susrese se sa pitanjima, vezbama i zadacima, koji su
namenjeni kako komunikaciji sa citaocem, tako i usmeravanju i vodenju Cditaoca kroz
vizualizacije.

Pitanja su mesta u tekstu gde treba zastati i razmisliti pre nastavka citanja. Oznacena su
obrnutim znakom pitanja ¢, kao upitne recenice u Spanskom jeziku.

Vezbe uglavnom sadrze uputstva za rukovaje interaktvnim vizualizacijama i promene njihovog
izgleda i sadrzaja.

Zadaci pored menjanja izgleda i sadrzaja interaktivnih vizualizacija obi¢no podrazumevaju i
zakljucivanje o pravilnostima na koje uvedene promene upucuju.

Tanja Jevremov je nacrtala crtez za naslovnu stranu i ilustracije u tekstu.
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https://opensource.org/licenses/BSD-3-Clause
https://bost.ocks.org/mike/
https://jstat.github.io/

Iz recenzija

Tekst Tanje Jevremov pod naslovom Primena tehnika vizualizacije u naprednoj statistici
predstavlja divan nastavak 400 godina stare tradicije spajanja geometrije i algebre. Tekst se
oslanja na originalan pristup objasnjavanju statistickih koncepata i analiza preko vizualizacije
podataka. Ovaj aspekt statistike i generalno, analize podataka, je na Zalost zanemaren u klasicnim
udzbenicima [ nastavi statistike. Sa jedne strane deluje da nema niceg prirodnijeg nego da ucimo
studente da svoje podatke zamisle, a kao bi drugacije nego vizuelno, slikovno. Koliko znamo i
ucimo nase studente, vid i vizuelne informacije su nesto sto nam je kao vrsti veoma vazno. Sa
druge strane, ako postoje sloZeni i neretko apstraktni koncepti poput statistickih, ocekivano bi bilo
objasniti ih nekome preko informacije koja mu je prirodno znacajna i jasna, tj preko vizualizacije.
Medutim, ma koliko bilo prirodno i oCekivano, takav pristup Cesto izostaje a nastavnici statistike se
oslanjaju pretezno na algebru. Kao da smo zaboravili Dekarta { muvu koja leti po 3D
koordinatama njegove sobe. Kao da smo negde ispustili ,pogled” na podatke, ideju da svoje
podatke zamisliamo i vizualizujemo. Ili smo samo zaboravili da tu ideju prenesemo drugima.
Tanja Jevremov nas vraca na tu ideju, na taj put, vraca nas u Dekartovu sobu, tera nas da pratimo
muvu [ njeno kretanje, ponovo nam spaja geometriju i algebru. Za svaki vizualizovani podatak ona
daje jednostavna algebraska resenja i objasnjenja.

Pored svega toga, stil pisanja je lagan i razigran. Tera nas da zamisljamo razne autore i trenucima
radanja velikih ideja, vraca nas u istoriju, baca pogleda na buducnost [ spaja teologiju,
verovatnocu, vitraze [ pivo. Duhoviti naslovi { podnaslovi, pratece anegdote, uvezane sa
razumljivim stilom pisanja su svakako veliki kvalitet ovog udzbenika.

Imajucu sve navedeno u vidu, moZemo pretpostaviti da ce ovakav pristup nastavi statistike uciniti
znacajan korak ka priblizavanju ove oblasti studentima, da ce im olaksati savladavanje gradiva,
razumevanje i primenu statistickih analiza. Ako nista drugo, zahvaljujuci ovom udzbeniku, studenti
Ce duZe pamtiti statisticke koncepte, a verovatno ce ih i sanjati, bar u REM fazi sna i to u boji.

dr Oliver Toskovic



Inovativnost ovog udzbenika ogleda se u nekoliko aspekata. Prvi se odnosi na njegove
interaktivne komponente i gradenje intuicije o logici statistickog zakljucivanja putem vizualizacije
podataka, ali i samih istrazivackih problema. Vizualizacija u ovom udzbeniku nije samo tehnika ili
pomocno sredstvo, vec se u prvom poglavlju cCitav referentni okvir za razmisljanje o istrazivackim
problemima ( primerima smesSta u kartezijanski koordinatni sistem, a kasnije se Citaocu
predstavljaju sve kompleksniji problemi unutar istog prostora. Pored toga, prvo poglavlje
uspostavlja kontinuitet sa prethodnom monografiiom (Pajic, 2020) sto zajedno naglasava
kumulativni karakter predstavljenog materijala.

Drugi aspekt je integrativni i moZe se naslutiti iz samog sadrzaja, gde se citaoci upoznaju
sa statistickim zakljucivanjem kroz reSavanje problema, a sami metodi nisu diskretno
kategorizovani i “razbacani” u odvojene delove udzbenika. Umesto toga, u udzbeniku se citaoci
krecu kroz (nominalno) razlicite metode reSavajuci probleme vizualizacije unutar ranije
pomenutog koordinatnog sistema. Na kraju, aspekt integracije je uoblicen u finalnom poglaviju,
koji citaocima otkriva da su dva metoda koja su savladali u prethodnom poglavlju zapravo
predstavljaju razlicite oblike generalnih linearnih modela.

Treca dimenzija inovativnosti odnosi se na problematizaciju odredenih aspekata
statistickog zakljucivanja. Ono sto ne bismo ocekivali od udzbenika ciji naslov pocinje sa “Primena
tehnika vizualizacije” jeste da u samom tekstu hrabro vodi Ccitaoca kroz problematizaciju
odredenih aspekata statistickog zakljucivanja. To nije ucinjeno putem fusnote ili kroz izdvojene
sekcije na kraju poglavlja vec kroz integralne, kljucne delove poglavija (npr. 2.4.3.3 Nulifikacija,
2.4.4.2 Bejz ili promena, 3.4 Multikolinearnost ili netolerancija na islere) koji povezuju aspekte
statistickog zakljucivanja sa relevantnim temama iz filozofije nauke, opstoj metodologije ili
bejzijanskog pristupa statistickom zakljucivanju.

Zahvaljujuci interaktivnim elementima, ovaj format udzbenika omogucava da tekst ili
njegov glavni sadrzaj bude vodic kroz interakciju sa apletima i time se tradicionalna ekspozicija
koja zahteva stotine stranica (tekst, tabele, grafikoni) svodi na redukovanu formu gde je primarna
uloga teksta da drzi paznju Citaocima dostupnim jezikom koji je zanimljiv i neretko duhovit
(“netolerancija na islere”).

lako sam naziv udZbenika naglasava aspekt vizuelizacije on zapravo nudi puno vise od
toga. Ovaj udzbenik ce, pre svega zbog svoje inovativnosti, znacajno doprineti poboljSanju nastave
napredne statistike na osnovnim akademskim studijama.

dr Aleksandar Tomasevic



(I) KARTEZIJE ili KORELACIJA

1.1 Zurenje u tavanicu

Prva polovina XVII veka. Negde u Francuskoj ili mozda u Holandiji. Rene Dekart (fr. René
Descartes, 1596-1650) prehladen lezi u krevetu i posmatra muvu koja Seta po tavanici. Muva
jednostavno postoji i Seta, a on postoji i misli. Misli kako bi mogao da opise polozaj muve u
svakom trenutku kretanja. | doseti se! Jedan od uglova tavanice uzece kao referentnu tacku, a
horizontalnu i vertikalnu udaljenost od nje kao koordinate kojima bi polozaj muve na tavanici
bio u potpunosti opisan. Tako je roden pravougli koordinatni sistem, sa muvom kao prvim
objektom u njemu (Borst & Plett, 2013; van Deventer, 2021). Poznajemo ga i pod imenom
Kartezijev koordinatni sistem, po latinskom obliku prezimena ovog francuskog filozofa i
matematicara (des Cartes).

Ne moze se sa sigurnoscu reci da li je ova pri¢a o nastanku ideje o koordinatnom sistemu
istinita. Poput popularne anegdote o Njutnu, jabuci i teoriji gravitacije, ona je mozda proizvod
romanticarskog videnja nauke nastalog skoro vek nakon Dekartove smrti, u kome je vladala
zavodljiva predstava o naucniku kao zamisljenom usamljenom geniju cija otkri¢a neretko prati
eureka dozivljaj (Holms, 2011).

,Zacini” u pricama o naucnim otkri¢ima su takode pogodna sredstva u poducavanju, narocito
kada je re¢ o pojmovima koji su sastavni deo ranog obrazovanja ucenika. Koordinatni sistem je
to iz najmanje dva razloga. Prvo, predstavljanje objekata u sistemu pravouglih ili druge vrste
(kosouglih ili polarnih) koordinata ima visestruku i savremenu primenu — pocev od projekcije
objekata na mapama u cilju navigacije do slike na ekranu kompjutera (Kuhn, 2003; Soler et al.,
2012). Drugo, Dekartova zamisao koordinatnog sistema predstavlja spoj algebre i geometrije,
odnosno numerickih podataka i njihovog vizuelnog prikaza. Mogucnost vizualizacije podataka
Cini ga nezaobilaznim i u nastavi statistike.

1.2 Kartezijevi darovi

Jedan od darova Kartezijevog pravouglog koordinatnog sistema statistici je moguénost
vizualizacije odnosa izmedu varijabli. Primer takve vizualizacije se u interaktivnom obliku nalazi u
udzbeniku Primena tehnika vizualizacije u bazi¢noj statistici (Paji¢, 2020), u kom se sa statistickim

konceptima mozemo upoznati kroz niz apleta.' U ovom primeru ose koordinatnog sistema
predstavljaju dve kvantitativne varijable — na primer, odredenu sposobnost (x-osa) i uspesnost u

1 Aplet, mali program pomoéu kojeg se mogu izvrsiti odredeni zadaci na Internetu (engl. applet).
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http://psihologija.ff.uns.ac.rs/viz/pirsonov-produkt-moment-koeficijent-korelacije

odredenoj aktivnosti (y-osa), dok bi vrednosti na njima mogli biti skorovi na testovima kojima su
sposobnost i uspesnost procenjeni. Ose pocetno omeduju prazan prostor koji se moze popuniti
podacima iz padaju¢eg menija ili klikom misa unutar sistema. Sa vise predstavljenih rezultata na
dvema kvantitativnim varijablama, ovakav koordinatni sistem je okvir za vizualizaciju i
demonstraciju nekoliko vaznih statistickih koncepata koje prevashodno dugujemo Frensisu
Goltonu (Sir Francis Galton, 1822-1911) i Karlu Pirsonu (Carl Pearson, 1857-1936), a koji su
neizostavni u sadrzajima osnovnih statisti¢kih kurseva (Stanton, 2001). To su:

1) Povezanost izmedu varijabli. Na jalinu povezanosti upucuje ,rasprsenost” objekata u prostoru
koji omeduju koordinate, pa se ovakav koordinatni sistem naziva ,dijagram rasprsenja” (engl.
scatter plot). U apletu se variranjem veli¢ine rasprsenosti unetih tacaka moze prikazati relativno
visoka povezanost (kao na grafiku 1.1a) ili niska povezanost (kao na grafiku 1.1b).
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Pogodnost ovakvog grafickog prikazivanja povezanosti je ta Sto omogucava interpretaciju koja
je u velikoj meri intuitivna. Manja rasprsenost na grafiku na slici 1.1a je posledica toga $to znatan
broj ispitanika ima visoke rezultate i na testu uspesnosti i na testu sposobnosti, i Sto znatan broj
ispitanika ima niske rezultate na oba testa, Sto oblikuje pravilnost da je posmatrana sposobnost
pozitivno povezana sa uspeSnoscu. Suprotan smer snopa taCaka takode bi ukazivao na
povezanost, ali negativhog smera — visoke rezultate na jednoj varijabli pratili bi niski rezultati na
drugoj. Sa druge strane, velika rasprsenost tacaka na grafiku na slici 1.1b upucuje da povezanost
izmedu sposobnosti i uspesnosti ne postoji, odnosno da isti skor na uspesnosti mogu postici
ispitanici sa razlicito izrazenom sposobnoscu. Numericki izraz smera i intenziteta povezanosti je
Pirsonov produkt-moment koeficijent korelacije, koji u primeru prikazanom na grafiku 1.1a
iznosi r=0,72, a u primeru na grafiku 1.1b r=0,08.

2) Predvidanje rezultata. Koordinatni sistem pruza mogucnost i za vizuelno predvidanje rezultata
na varijabli za koje pretpostavljamo da zavise od rezultata nekoj drugoj varijabli. Vizuelno
predvidanje omogucava dodatak dijagramu rasprsenja — linija predvidanja (crvene linije na
graficima). Rezultat koji se predvida je uobicajeno onaj predstavljen na y-osi — u naSem primeru
to je skor na testu uspesnosti. Do njega od rezultata na x-osi, koji je osnova za predvidanje, vodi



vertikalna ortogonalna projekcija do linije predvidanja, i dalje horizontalna projekcija od linije
predvidanja do y-ose. Na grafiku 1.1a to je plava linija koja skor 35 na testu sposobnosti
povezuje sa skorom 60 na meri uspesnosti. Najtacnije moguce predvidanje postiZze se kada je
linija postavljena kao na graficima — tako da prolazi kroz sredinu snopa tacaka, odnosno tako da
je, kao i aritmeticka sredina, teZiste rezultata takvo da je zbir njihovih odstupanja od nje 0. U tom
polozaju su odstupanja tac¢aka od linije predvidanja najmanja moguca, te su najmanje moguce i
vrednosti reziduala — razlika izmedu izmerenih i predvidenih vrednosti. Polozaj linije predvidanja
je u potpunosti odreden time koliko visoko je postavljena i koliko je strma, a algebarski izraz tog
polozaja je:

Y =a+ bX

— gde od koeficijenta a zavisi visina, a od koeficijenta b nagib linije. Visina linije na graficima je
takva da preseca y-osu na mestu gde rezultat na x-osi iznosi 0, tako da se koeficijent a moze
posmatrati kao pocetna, referentna vrednost kada na nezavisnoj varijabli X ,nema signala” — u
engleskom jeziku bi je mozda dobro opisivao termin baseline. No ceséi engleski naziv za ovu
vrednost je intercept zbog presecanja y-ose linijom predvidanja. Visina linije i tacka presecanja
zavise od merne skale na kojoj su predstavljeni rezultati. Ovo se moze uociti odabirom opcije u
apletu kojom se vrednosti na osama standardizuju i ujednacavaju, primenom koje bi prethodno
prikazani dijagrami izgledali kao na graficima na slikama 1.2a i 1.2b.

Slika 1.2a. Dijagram rasprsenja rezultata na Slika 1.2b. Dijagram rasprsenja rezultata na

standardizovanim i ujednacenim varijablama standardizovanim i ujednacenim varijablama
r=0,72 r=0,08

Na prikazanim graficima je sada na x-osama vidljiva vrednost 0, koja je aritmeticka sredina
standardizovanih rezultata. Slededi princip vizuelnog predvidanja, njoj odgovara predvidena
vrednost 0, koja je ujedno i aritmeticka sredina vrednosti na zavisnoj varijabli. Prikazano na ovaj
nacin, postaje ociglednije da se koeficijent a moze razumeti i kao prosec¢na ocekivana vrednost
pri nultim vrednostima nezavisne varijable kada su vrednosti na njoj standardizovane. Nagib
linije zavisi od povezanosti izmedu varijabli u smeru da visu korelaciju prati veéi nagib, Sto se
takode moze jasnije uoditi na dijagramima na kojima su vrednosti standardizovane i ujednacene.
Na njima je nagib linije takav da promena vrednosti na y-osi, kada se vrednost na x-osi promeni
jednu jedinicu, odgovara koeficijentu korelacije. Visa korelacija omoguéava da rezultat na

6



nezavisnoj varijabli ima vecu ulogu u predvidanju, te se b koeficijent moze razumeti i kao
ponder, cija velicina modifikuje uticaj rezultata na nezavisnoj varijabli na zavisnu. Opisane
pravilnosti u predvidanju se sazetije mogu izraziti na sledeci nacin: predvidena vrednost je
onoliko veéa od nulte, referentne vrednosti (a) za koliko je od nje veca vrednost postignuta na
nezavisnoj varijabli X, modifikovana odnosom izmedu varijabli (b).

Uz pomoc linije predvidanja moze se opisati i svaki pojedinacni ostvareni rezultat na zavisnoj
varijabli Y. Kompozit elemenata, koji opisuju pojedinacni rezultat, na grafiku 1.1a je ilustrovan
zelenom linijom koja polazi od rezultata na x-osi i vodi vertikalno do linije predvidanja, a zatim
dalje vertikalno do pojedinacnog posmatranog rezultata (uokvirenog crvenim krugom), i odatle
horizontalno do vrednosti na y-osi. U prikazanom primeru zelena linija skor 35 na testu
sposobnosti povezuje sa skorom 70 na testu uspesnosti. Taj skor je nesto visi u odnosu na
predvideni, koji se obic¢no priblizava ili regresira ka prosecnoj vrednosti na zavisnoj varijabli,
usled cega je termin regresija ustanovljen u nazivu veceg broja tehnika predvidanja, a regresiona
linija za liniju predvidanja. Uobicajeno prisutna razlika u opazenim i predvidenim rezultatima na
zavisnoj varijabli je posledica toga Sto ostvareni rezultat nekog ispitanika sadrzi manje ili vece
individualno odstupanje od opisane pravilnosti u predvidanju. On je veci od referentnog (a) za
onoliko za koliko je od njega vedi ispitanikov rezultat na nezavisnoj varijabli modifikovan
odnosom izmedu varijabli (bX), i dodatno za onoliko koliko je njegovo odstupanje od
predvidene vrednosti (e za engl. error):

Y=a+bX+e

Dijagrami otkrivaju i pravilnost da, sto je korelacija izmedu varijabli manja, na rezultat na zavisnoj
varijabli vise uticu individualne varijacije, a manje rezultat na nezavisnoj varijabli.

3) Eksploracija podataka. Koordinatni sistem nudi i moguénost za istrazivanje karakteristika
podataka koje mogu da uti¢u na rezultate analiza. Na primer, u apletu se odabirom podataka
Enskombov kvartet (1), (2), (3) i (4) mogu dobiti grafici koji izgledaju kao na slikama od 1.3a do
1.3d.

Sl[ka. 7-.3a. En.sk-ombov Slika 1.3b. Enskombov  Slika 1.3c. Enskombov  Slika 7.3d. Enskombov
kvartet (1) kvartet (2) kvartet (3) kvartet (4)
(r=0,82) (r=0,82) (r=0,82) (r=0,82)



Grafici pokazuju specificnosti u podacima koje mogu dovesti do prividno jednakih vrednosti
koeficijenata korelacije izmedu varijabli Cije povezanosti se zapravo razlikuju. To su nelinearan
odnos izmedu varijabli (2) i prisustvo aberantnih rezultata (3 i 4) (Anscombe, 1973).

Ovo kratko podseéanje na vizuelno predstavljanje povezanosti, predvidanja i eksploraciju
podataka u koordinatnom sistemu odnosilo se na sluCajeve kada su posmatrane varijable
kvantitativne, i kada ih je dve. No, kako vizuelno predstaviti podatke koji su kategorijalni? | Sta
ako je u analizu ukljuceno vise od dve varijable?



(I1) LINIJE ili ANOVA

2.1 Koliko ima od Toleda do Rima?

Podaci se vizuelno Cesto prikazuju graficima, na kojima su na koordinatama, odnosno osama,
predstavljene vrednosti na varijablama. Tako je i na slici, za koju se smatra da je prvi poznati

statisticki grafikon, nastao u XVII veku, Ciji je autor holandski astronom i kartograf Van Langren
(Michael Florent van Langren, 1598-1675) (Friendly, 2008). Taj grafik izgleda ovako:
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Slika 2.1. Van Langrenov grafik iz 1644. godine (preuzet iz Friendly et al., 2010)
¢ Deluje pomalo neobicno? Po cemu?

Osim ocigledne ,ru¢ne” umesto racunarske izrade, ovaj grafik je u odnosu na one sa kojima se
danas srecemo neuobicajen s obzirom na bar dve karakteristike: 1) pristupu temi kojom se bavi i
2) broju osa odnosno dimenzija koje prikazuje.

Tema grafika odgovara najvaznijim nau¢nim pitanjima vremena u kojem je nastao — a to su bila
pitanja preciznog merenja vremena, rastojanja i polozaja u prostoru. Resenje ovih problema
moglo je da obezbedi uspesniju navigaciju, Sto je imalo veliku prakticnu vrednost u ovoj eri
istrazivackih putovanja, otkri¢a, osvajanja i kolonizacije teritorija. Na Van Langrenovom grafiku
predstavljeno je dvanaest razliCitih procena geografske duzine, odnosno ugaone udaljenosti od
meridijana izmedu Toleda i Rima. Grafik ne pokazuje samo tacno rastojanje izmedu ova dva
grada (prikazano strelicom), ve¢ govori i o pouzdanosti njegove procene — velika varijabilnost
procena koje potiCu od razlicitih astronoma ukazuje na nepouzdanost procena i potrebu za
preciznijom metodom procene ovog parametra. O tome koliko je u to doba bilo vazno da se resi
ovaj problem, koji je graficki predstavio Van Langren, svedoce i konkursi u mnogim evropskim
zemljama u kojima su ponudene vredne nagrade za pronalazace tacnijih nacina procene
geografske duzine (engl. discoverer of longitude) (Friendly et al., 2010). Problem preciznosti
procene fizickog rastojanja zadnjih decenija je ponovo dobio na aktuelnosti sa razvojem i
upotrebom globalnih navigacionih satelitskih sistema. Medutim, kontekst procene i podaci koji
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se koriste su drugaciji. Procena je ,iz ruku” istrazivaca premestena u tehnicke uredaje, a problem
preciznosti u eksperimente variranja razlicitih tehnickih parametara (npr. Acosta & Toloza, 2012;
Kiliszek & Kroszczynski, 2020; Larson et al., 2007).

Broj dimenzija je druga karakteristika po kojoj je Van Langrenov grafik donekle netipican u
odnosu na danasnje grafike. On je jednodimenzionalan — ima samo jednu (horizontalnu) osu, na
kojoj su unete procenjene vrednosti geografske duzine, zajedno sa imenima istrazivaca koji su ih
dali. Grafici koje danas vidamo najces$¢e imaju bar dve dimenzije — i kada prikazuju jednu i kada
prikazuju vise varijabli.

Dve ose imaju grafici koji prikazuju frekvenciju, odnosno ucestalost vrednosti na jednoj varijabli.
Takav grafik je histogram, na kome su na jednoj (najcescée x) osi prikazane vrednosti na varijabli,
na drugoj (y-osi) ucestalost, dok stubici pokazuju kolika je ucestalost pojedinih vrednosti.
Pritom, zavisno od toga da li je varijabla kvantitativna ili kategorijalna, na osi na kojoj su
prikazane vrednosti na varijabli mogu biti predstavljene ili ekvidistantne vrednosti intervala ili
nazivi tj. oznake kategorija.

Dve ose najcesce imaju i grafici koji prikazuju odnos dve varijable. Takav grafik je dijagram
rasprsenja, odnosno skater dijagram (vidi odeljak Kartezije ili korelacija), na kome obe ose
predstavljaju varijable sa mernim vrednostima. Na ovakvom dijagramu rezultati ispitanika na
varijablama predstavljeni su tackama, a raspored tacaka ukazuje na jacinu i smer povezanosti
varijabli.

¢ Kako bi izgledao dijagram rasprsenja ako je jedna od dve varijable kategorijalna, odnosno
ukoliko su na jednoj od varijabli rezultati razvrstani u nekoliko kategorija, tj. grupa?

2.2 Tacka tacka tackica...

U slucaju da dvema koordinatnim osama predstavljamo rezultate na jednoj mernoj i jednoj
kategorijalnoj varijabli, svi rezultati koji pripadaju istoj kategoriji bi na osi koja predstavlja
kategorijalnu varijablu imali istu vrednost, a razlikovali bi se s obzirom na vrednosti na mernoj
varijabli. Na primer, kao na slici 2.2:

o000 00 O
00 00 00O
oo o O

Slika 2.2. Grafik pojedinacnih rezultata merenja tri grupe

10



Razliciti rezultati merenja unutar svake grupe mogu se sazeti u jednu vrednost koja bi bila njihov
reprezent. To moze biti njihova aritmeticka sredina — ukoliko su podaci normalno distribuirani i
zadovoljavaju ostale uslove za racun ove mere centralne tendencije. Takav grafik bi izgledao kao
na slici 2.3:

Slika 2.3. Grafik prosec¢nih rezultata merenja tri grupe

Ovakav grafik pokazuje poziciju koju imaju prosecne vrednosti na jednoj varijabli na
kategorijama druge varijable. Pritom, pozicija odrazava razliku izmedu kategorija — npr.
kategorija obojena zelenom bojom ima nizi prosecan rezultat od crvene i plave.

¢ Da li grafik na kome je prikazana pozicija rezultata govori i o povezanosti dve varijable?

Kao i rasprsenje rezultata na dvema mernim varijablama, pozicija govori o odnosu dve varijable
od kojih je jedna grupiSuca a druga merna, odnosno pokazuje njihovu povezanost. Mozemo
postaviti pitanje da li se grupe razlikuju u odnosu na rezultat na odredenoj varijabli, ili pak da li
je grupna pripadnost povezana sa rezultatom na toj varijabli. Da li postoji povezanost i da li
postoje razlike dva su nacina da se postavi isto pitanje.

2.2.1 ... gotova je linijica

Na graficima kojima se pokazuje odnos kvantitativne i kvalitativne varijable, tacke se uobicajeno
spajaju linijom. Verovatan razlog tome je Sto se niz tacaka perceptivno organizuje u celinu, koja
odgovara konturi koja povezuje tacke linijjom (Feldman, 1999; Pomerantz, 2017). Na ovaj nacin
se bolje vizuelno istice odnos izmedu tacaka, odnosno lakSe se zapazaju razlike u vrednostima
grupa na kvantitativnoj varijabli. Otuda je ustaljen naziv za ovakav grafik na engleskom line plot
(analogno sa scatter plot).

Ovakav grafik je predstavljen u apletu Linija. Na njemu su na y-osi predstavljeni skorovi na
mernoj varijabli, dok su na x-osi predstavljene tri grupe, odnosno tri modaliteta koje opisuje
kategorijalna varijabla. Kada su u pitanju varijable sa ogranicenim brojem kategorija, Cest naziv
za njene kategorije su nivoi. U apletu je kategorijalna varijabla oznacena sa A, a njeni nivoi sa A1,
A2 A3.
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Neka su, na primer, na grafiku predstavljeni prosecni skorovi tri grupe studenata na odredenom
testu znanja. Neka su studenti podeljeni u grupe s obzirom na dominantni kognitivni stil, koji
karakteriSe njihovo usvajanje znanja i baratanje informacijama — tekstualni, odnosno stil citanja-
pisanja (A1), kinesteticki (A2) ili vizuelni (A3). Navedeni stilovi su neki od nacina ucenja, opisani u
vecem broju modela (Fahim et al,, 2021; Hawk & Shah, 2007). Studenti koji u¢e na osnovu citanja
i zapisivanja najbolje uce u interakciji sa tekstualnim materijalom — pravljenjem izvoda i belezaka
i koris¢enjem izvestaja, udzbenika, definicija, priru¢nika i web stranica. Studenti koji uce
kinesteticki, imaju najbolji uCinak kada koriste fizicko iskustvo, odnosno delovanje — manipulisu
objektima, pomeraju i dodiruju ih, izvode odredene aktivnosti. Studenti koji preferiraju vizuelni
nacin ucenja, uce najbolje uz pomoc¢ grafika, slika, dijagrama i ostalih vizuelnih demonstracija (El
Tantawi, 2009; Leite et al., 2010). Pretpostavimo da su sve tri grupe studenata pohadale isti kurs,
u kojem su bili podjednako zastupljeni vizuelni, tekstualni i kinesteticki sadrzaji, nakon cega su
reSavale isti test znanja u formi pitanja i odgovora. Rezultati studenata su izrazeni brojem
osvojenih bodova na testu. Posmatrajuéi opisani grafik, koji se pocetno dobija pristupom apletu
Linija, razmislite o sledeéim pitanjima:

¢ Koje varijable prepoznajete u opisanom primeru istraZivanja?
Stil uCenja je jedna varijabla, dok je uspeh na testu druga varijabla.
¢ Kog nivoa merenja su ove varijable?

Stil u€enja je kvalitativna varijabla, odnosno varijabla nominalnog nivoa merenja sa tri kategorije:
verbalni, kinesteticki i vizuelni stil ucenja. Uspeh na testu izrazen brojem osvojenih bodova je
kvantitativna varijabla, intervalnog nivoa merenja.

¢ Koja od ove dve varijable je zavisna a koja nezavisna?

Pretpostavljamo da uspeh na testu, koji je postigao neki ucenik, zavisi od toga kakav je njegov
stil u¢enja — odredeni stil ucenja mozda donosi bolje rezultate na testu. Otuda je stil ucenja
nezavisna, a skor na testu zavisna varijabla.

¢ Kako su zavisna i nezavisna varijabla predstavljene na grafiku?

Na x-osi su predstavljene kategorije nezavisne varijable, odnosno stilovi ucenja (A1, A2 i A3). Na
y-osi se nalaze rezultati testa znanja. Zapazite da je ovo nalik grafickom prikazu varijabli u
jednostavnoj linearnoj regresiji u apletu Kartezije ili korelacija, s tim da se zavisna varijabla Y
ovde predvida na osnovu kategorijalnog prediktora.
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2.2.2 ... horizontalna ili ne...

¢ Posmatrajte rezultate prikazane na grafiku koji se dobija otvaranjem apleta Linija. Da li se
rezultati grupa predstavljeni aritmetickim sredinama vizuelno razlikuju?

Da. Grupa ciji je preferirani nacin ucenja Citanje-pisanje (A1) ima najvise rezultate na testu, grupa
koju karakterise dominantan vizuelni stil (A3) neSto nize, dok je grupa sa kinestetickim stilom
ucenja (A2) postigla najnize rezultate.

Slican rezultat je dobijen u istrazivanju Rakapa (2010), u kojem je pokazano da u savladivanju
sadrzaja online kursa, Cija je tema bila dijagnostika i poznavanje autizma, studenti koji u ucenju
najcesce koriste Citanje-pisanje i vizuelne sadrzaje, postiZu vise rezultate u odnosu na studente
koji preferiraju kinesteticki stil. Ovaj rezultat bi se delom mogao objasniti time da je u ovom
istrazivanju uspesnost procenjivana na osnovu testa koji je bio u standardnoj formi pitanja i
odgovora, a $to je Cinilo izvesnu prednost za studente koji najlakSe barataju tekstualnim
informacijama.

¢ Koliko bodova na testu su u proseku osvojile posmatrane grupe studenata?

Prose¢ne vrednosti grupa su na grafiku predstavljene njihovim aritmetickim sredinama.
Aritmeticke sredine grupa su na grafiku predstavljene tackama, tacnije kruzicima. Njihove
vrednosti mozZete ocitati na y-osi, a takode ih mozete videti i u desnom delu apleta: grupa A1 je
u proseku osvojila 18 bodova, grupa A2 je osvojila 12, dok je grupa A3 u proseku osvojila 15
bodova.

¢ Razmislite u kakvom odnosu bi bili preferirani stilovi ucenja i postignuce iz oblasti statistike.
Vezba 2.1. Promena vrednosti aritmetickih sredina u apletu Linija

Promenite vrednosti aritmetickih sredina grupa na grafiku, koji se dobija otvaranjem apleta, tako
da odgovaraju vasoj pretpostavci o rezultatu koji bi se dobio ispitivanjem odnosa stilova ucenja i
postignuca iz oblasti statistike. To moZete postici tako sto Cete misem promeniti poziciju tacaka
koje ih na grafiku predstavljaju. Istovremeno, promenice se vrednosti aritmetickih sredina grupa u
desnom delu apleta.

Sprovedeno je svega nekoliko istrazivanja koja su se bavila odnosom postignuéa u statistici i
stilova ucenja, i ona su dala razliCite rezultate (npr. Bill, 1998). Razlike u rezultatima su verovatna
posledica razlika u uzorcima ispitanika, sadrzajima i karakteristikama statistickih kurseva cija
uspesnost savladivanja je merena, kao i procenjivanim stilovima ucenja. Neka od ovih
istrazivanja su pokazala da povezanosti nema. Takvo je, na primer istraZzivanje Rautopuroa i
Veisenena iz 2003. godine (Rautopuro & Vaisanen, 2003). Slican rezultat je dobijen i u nesto
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novijem istrazivanju koje se bavilo srodnim pitanjem uspesnosti u matematici, koje je pokazalo
da stil uCenja ne utiCe na postignuce u ovoj oblasti (Rahman & Ahmar, 2017). Ovakvi rezultati
sugerisu da su razlike izmedu studenata u uspesnosti u oblastima statistike i matematike
posledica nekih drugih faktora, a ne razlicitih stilova ucenja.

¢ Kako bi izgledao grafik koji pokazuje da nema povezanosti izmedu grupne pripadnosti i skora na
testu?

U slucaju da ne postoji povezanost grupne pripadnosti i skora na testu, aritmeticke sredine
grupa treba da imaju priblizno jednake vrednosti, odnosno linijja na grafiku treba da je
horizontalna. Vrednosti aritmetickih sredina u delu apleta desno trebalo bi da budu priblizno
jednake.

¢ Na kom jos vizuelnom prikazu horizontalna linija upucuje na nepostojanje relacije izmedu
varijabli?

Analogija sa regresijom — ponovo! Regresiona linija na vizuelnom prikazu predvidanja rezultata
na jednoj varijabli na osnovu rezultata na drugoj varijabli moze imati razlicite pravce, kao sto je
pokazano u odeljku Kartezije ili korelacija. U slucaju kada su varijable standardizovane, odnosno
ujednacene po varijansi, horizontalan pravac regresione linije upucuje na nepostojanje
povezanosti, odnosno nemoguénost preciznog predvidanja. Analogno sa regresionom analizom,
ovakav rezultat bi pokazivao da nije moguce predvideti studentov skor na testu na osnovu
njegovog stila ucenja.

2.2.3 ... pitanje interpretacije

2.2.3.1 Variranja izmedu grupa: oblik linije

Kroz prethodne primere iz odeljka 2.2 moze se zapaziti da je interpretacija rezultata na linijskom
grafiku veoma intuitivna i laka za razumevanje: veca ili manja medusobna udaljenost tacaka, s
obzirom na poziciju koju na y-osi imaju njihove projekcije, pokazuje koliko su razlike izmedu
grupa izrazene, odnosno kolika je mogu¢nost predvidanja skora na zavisnoj varijabli na osnovu
pripadnosti grupi. Jednake aritmeticke sredine grupa, kakve su opisane u primeru rezultata na
testu znanja iz statistike, pokazuju da nema razlika u postignu¢u posmatranih grupa studenata.
Nasuprot tome, njihove razliCite vrednosti, kakve su prikazane u pocetnom primeru, pokazuju da
se grupe razlikuju u odnosu na postignuée. Promenimo li pozicije tacaka na vrednosti Mai=19,
Ma2=11 i Ma3=16, razlike ¢e vizuelno postati jos izrazenije.

Promenama veliCina razlika izmedu aritmetickih sredina menjane su veli¢ine njihovog
medusobnog variranja od nultog (kada razlika nema) do veceg (kada razlika ima). S obzirom na
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to da aritmeticke sredine reprezentuju rezultate grupa, moze se rec¢i da su na graficima iz
prethodnih primera polozajem kruZi¢a bile predstavljane razliCite varijabilnosti izmedu grupa.
Veca ili manja varijabilnost posledica je jacine uticaja grupne pripadnosti na mereno svojstvo. U
opisanom primeru to je uticaj kognitivnog stila na uspeh na testu.

Medutim, zakljucivanje o izraZzenosti delovanja grupne pripadnosti samo na osnovu pozicije
kruzi¢a na grafiku, odnosno ,oblika” linije, moze da bude varljivo. Prvo, kruzi¢i na grafiku ce
delovati blize ili udaljenije zavisno od toga kako su prikazane vrednosti na y-osi — i male razlike
mogu delovati kao velike ukoliko je na osi predstavljen samo deo ukupnog raspona vrednosti,
pri ¢emu su podeoci veoma ,usitnjeni”. Ovaj problem upuéuje na potrebu za pazljivijom
analizom grafika i vrednosti predstavljenih na y-osi. No, pored ovog problema, koji se relativno
lako moze resiti izvezbanom opreznoséu u interpretaciji, ostaje jos najmanje jedan...

2.2.3.2 Variranja unutar grupa: linije greske

Kako bi se jasnije i preglednije pokazali odnosi medu grupama, na linijskom grafiku su rezultati
grupa sazeto predstavljeni tackama, odnosno kruzi¢ima koji predstavljaju njihove aritmeticke
sredine. Time su, medutim, zanemarene vrednosti pojedinacnih rezultata, koje manje ili vise
odstupaju od aritmetickih sredina svojih grupa. Ovakva variranja rezultata unutar grupa Cine
svojevrstan ,kontekst” ili ,okvir" u kome treba posmatrati medugrupna variranja. U terminima
bazicnih postavki gestalt psihologije, ukoliko predstavimo medugrupna variranja kao figuru na
slici, unutargrupna variranja ¢e Ciniti njenu ,pozadinu”, ili ,Sum” koji ¢e uticati na vidljivost
medugrupnih variranja. Drugim recima, ista varijabilnost izmedu grupa moze izgledati drugacije,
odnosno moze biti izrazena manje ili vie zavisno od unutargrupnih variranja.

Otuda informativan grafik, osim aritmetickih sredina, treba da pokaZe i odstupanja pojedinacnih
rezultata od njih. Medutim, grafi¢ki prikaz na kome bi bili predstavljeni svi pojedinacni rezultati,
osim u slucaju kada ih je mali broj, obi¢no ne daje jasnu i preglednu sliku — upravo iz tog razloga
se i koriste njihove sazete mere. Analogno sazetom prikazu rezultata grupa merama centralne
tendencije, u svrhu saZetog prikaza variranja pojedinacnih rezultata oko mera centralne
tendencije koriste se mere varijabilnosti rezultata u grupama. Cest engleski naziv za njihov
graficki prikaz je error bars, jer govore o gresci sa kojom je izraCcunata mera centralne tendencije
i jer su na grafiku predstavljene linijjama, trakama. Srpski prevod ovog termina bi uslovno mogao
da bude opseg ili linija greske. Prikazivanje linija greske uz aritmeticke sredine se u novije vreme
posebno ohrabruje, jer se time obezbeduju ve¢a potpunost i transparentnost rezultata i bolji
uslovi za uporedivanja rezultata slicnih studija na razlicitim uzorcima, Sto je u fokusu trenda
metaanalitickih i replikacionih studija u psihologiji (Cumming, 2008 i 2014).

Postoji veci broj pokazatelja unutargrupnih variranja koji se mogu graficki prikazati linijjama
greske:
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1) Mere varijabilnosti zasnovane na prosecnom kvadriranom odstupanju pojedinacnih vrednosti
od aritmeticke sredine, kakve su varijansa ili standardna devijacija. U ovakvom prikazu linijjama
moze biti oznaCen opseg rezultata oko aritmeticke sredine koji obuhvata, na primer, jednu
standardnu devijaciju. Veoma varijabilni rezultati bice predstavljeni Sirim opsezima oko
aritmetickih sredina, pokazujuéi da su pojedini rezultati u jednoj grupi blizi prose¢nom rezultatu
neke druge grupe nego svoje. Usled toga ce razlike izmedu grupa delovati ,zamagljene”,
,zamucene" Sirokom lepezom vrednosti pojedinacnih rezultata.

Prikazivanjem mera varijabilnosti na grafiku moze se steci bolji deskriptivni uvid u to koliko su
aritmeticke sredine dobri reprezenti ostalih podataka u uzorku merenja, dobijenih u istrazivanju
Ciji rezultati su predstavljeni. Medutim, rezultati nekog konkretnog istrazivanja naj¢es¢e nas
interesuju kako bismo zakljucili da li ukazuju na pravilnost koja se moze primeniti i na druge
slu¢ajeve i merenja, ili su pak izolovana posledica slucajnih ili sistematskih greSaka koja se u
nekom ponovljenom istrazivanju ne bi reprodukovala. Koliko je verovatno da bi se rezultati
ponovili na drugim uzorcima ispitanika i merenja, odnosno u kojoj meri se mogu generalizovati
na populaciju ispitanika i merenja na koju se odnose, ne zavisi samo od toga koliko su
aritmeticke sredine dobri reprezenti podataka iz uzorka (Sto pokazuju linije greske koje
predstavljaju standardne devijacije ili varijanse), ve¢ i od toga koliko su dobri reprezenti
podataka u populaciji. Otuda se na grafickim prikazima kao pokazatelji varijabilnosti cesce
koriste oni koji mogu da pokazu preciznost procene aritmeticke sredine dobijene na uzorku.

2) Standardna greska aritmeticke sredine je mera preciznosti procene aritmeticke sredine koja
zavisi kako od varijabilnosti rezultata, tako i od veliCine uzorka. Varijabilnost rezultata
predstavljena je standardnom devijacijom, pri ¢emu su procene na varijabilnijim podacima
podlozne vecoj gresci. Obrnuto, veci broj merenja za koje je aritmeticka sredina izracunata
obezbeduje njenu pouzdaniju procenu. Odnos standardne greske i ove dve velic¢ine se formulom
izrazava kao:

S

Sy =
M \/N

— gde je sm standardna greska aritmeticke sredine M, s standardna devijacija, a N broj ispitanika.

Korenovanje velicine N ukazuje na to da se, povecanjem veliCine uzorka, standardna greska ne
smanjuje linearno, odnosno da pri istim vrednostima standardnih devijacija povecanje malih
uzoraka ima veci efekat na smanjenje greske u odnosu na efekat koji ima povecanje vec velikih
uzoraka (Paji¢, 2020).

Standardna greska aritmeticke sredine se u zakljuCivanju o populaciji na osnovu podataka
uglavnom interpretira kao standardna devijacija distribucije aritmetickih sredina koja bi se
formirala hipotetickim ponovljenim uzimanjem velikog broja uzoraka iste veliCine iz iste
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populacije. Bududi da je standardna greska takode mera varijabilnosti, i ona se na grafiku moze
prikazati opsezima oko aritmeticke sredine, pri ¢emu veli¢ina opsega iznosi jednu standardnu
gresku:

M =+ sy,

U tom slucaju, opsezi opisuju interval vrednosti aritmetickih sredina koje bi se dobile na drugim
uzorcima, pri ¢emu Sirina opsega ukazuje na to koliko je precizno procenjena aritmeticka sredina
na posmatranom uzorku. UZi opsezi upucuju na precizniju procenu, vecu verovatnocu da se ista
vrednost dobije i u drugim ponovljenim istrazivanjima, te da se rezultati sprovedenog
istrazivanja mogu sa vecom sigurno$¢u generalizovati na populaciju merenja na koju se odnose.

Medutim, velicina od jedne standardne greske pokazuje moguca odstupanja od vrednosti
dobijene na posmatranom uzorku u veli¢ini jedne standardne devijacije, koji obuhvata priblizno
68% slucajeva. S obzirom na to, ovaj podatak bi govorio o verovatnoci od 68% da se prava,
odnosno populacijska vrednost aritmeticke sredine nalazi u prikazanom opsegu vrednosti, i
istovremeno 32% nesigurnosti u zakljucak o opsegu vrednosti u kom bi se populacijska vrednost
nalazila. Kako se ovom velicinom intervala obezbeduje relativno mali stepen sigurnosti u
zakljucak, umesto njega se Cesce upotrebljavaju Siri intervali, koji omogucavaju zaklju¢ivanje sa
ve¢om pouzdanoscu ili poverenjem.

3) Intervali poverenja ili intervali pouzdanosti pokazuju Siri raspon vrednosti aritmetickih sredina
koje bi se dobile u ponovljenim merenjima na drugim uzorcima iste veliCine, pri ¢emu taj raspon
uobicajeno obuhvata 95% ili 99% mogucih vrednosti — $to su rasponi od priblizno dve ili dve i
po standardne greske. Ovi rasponi se na grafiku takode mogu pokazati kao opsezi oko
aritmetickih sredina, Cija duzina se dobija mnozenjem standardne greske sa Zeljenom Sirinom
intervala. U slucaju 95% intervala pouzdanosti to bi bilo:

Mi 1,96'SM

— gde su -1,96 i +1,96 mesta u distribuciji standardizovanih vrednosti uzorackih aritmetickih
sredina izmedu kojih se nalazi priblizno 95% sredisnjih vrednosti.

U kontekstu vizuelnog prikaza veceg broja aritmetickih sredina, interval poverenja je pokazatel]
koji se moze najcvrs¢e dovesti u vezu sa interpretacijom odnosa izmedu aritmetickih sredina
razlicitih grupa (Cumming, 2014). Otuda su za pokazatelj varijabilnosti unutargrupnih rezultata
na linijskom grafiku u apletu Linija odabrani upravo intervali poverenja. U vezbi 2.2 je dodatno
pojasnjeno formiranje i racun intervala poverenja i objasnjen nacin variranja njihove veliCine u
apletu.
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Vezba 2.2. Variranje velicina intervala poverenja u apletu Linija

Na prikazanom linijskom grafiku u apletu intervali poverenja su predstavljeni vertikalnim linijama
paralelnim sa y-osom koje prolaze kroz svaki od tri tacke-kruzica na grafiku. Njihove duZine
moZete varirati menjajuci velicine od kojih zavisi vrednost standardne greske aritmeticke sredine.

1) Postavite vrednosti aritmetickih sredina na grafiku tako da iznose Ma1=18, Ma>=14 i Ma3=15.
Selektujte tacku-kruzic¢ koji predstavlja aritmeticku sredinu jedne od grupa, na primer grupe A1.

2) Zapazite dve skale koje se nalaze u delu apleta desno. Na levoj od njih predstavljene su
moguce vrednosti standardne devijacije rezultata koje se kre¢u u rasponu od 0 do 10. Ukoliko
misem ,povlacite”, pomerate kruzi¢ na skali, menjacete i vrednost standardne devijacije.
Postavite vrednost na skali tako da standardna devijacija za grupu A1 iznosi sa1=6.

3) Na desnoj od dve skale nalaze se moguce vrednosti broja ispitanika u grupi, koje se krecu u
rasponu od 0 do 300. Menjanjem ovih vrednosti povlacenjem kruzi¢a miSem, menjace se i broj
ispitanika, Sto ¢e se odraziti na velicinu kruzi¢a na grafiku koji predstavlja aritmeticku sredinu
grupe. Postavite velicinu uzorka A1 na Na1=50 ispitanika.

4) Odnos standardne devijacije i korenovanog broja ispitanika predstavlja standardnu gresku
aritmeticke sredine sw (Paji¢, 2020). Vrednosti standardnih greSaka za svaku grupu se nalaze u
delu apleta desno, pored vrednosti aritmetickih sredina (sm1, Smz2ism3). Na primer, ako vrednost
standardne devijacije rezultata u grupi od 50 ispitanika iznosi 6, su ¢e imati vrednost:

—6 0,85
SM = = ,

V50
5) Na osnovu standardne greske aritmeticke sredine izraCunavaju se intervali poverenja zZeljene
Sirine — u apletu je to 95% interval. Na primer, ako aritmeticka sredina za grupu A1 iznosi
Ma1=18, a su=0.85, 95% interval poverenja ¢e obuhvati vrednosti od 16,33 do 19,67, jer je
18+1,96*0,85=18+1,17. Duzina vertikalne linije koja prolazi kroz kruzi¢ aritmeticke sredine
predstavlja raspon vrednosti koje obuhvata ovaj interval.

6) Za preostale dve grupe postavite intervale poverenja koji se dobijaju za njihove aritmeticke
sredine u slucaju da su takode izracunate na 50 ispitanika i da njihove standardne devijacije
iznose takode sa>2=sa3=6.

Grafik koji se dobija ovakvim postavljanjem vrednosti prikazan je na slici 2.4, u primeru A.
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2.2.3.3 Izmedu vs. unutar grupa

Zadatak 2.1. Posmatrajte grafik u primeru A na slici 2.4 i/ili istovetan grafik u apletu Linija
dobijen u vezbi 2.2, i pokusajte da zakljucite da li prikaz vrednosti aritmetickih sredina i njihovih
intervala poverenja sugerise da razlicite grupe postizu razlicite rezultate.

A B C
209 20 20 |
18 \/ 1
164 . 16 [ 16 T
144 14 H \/G
12 12 .
) 10 - - )
! A1 A2 A3 A e 3 a A2 a3
Na1=22-a3=50; Sa1-a2-23=6 N a1=42-23=50; sa1=a2-a3=10 Na1=A2-a3=50; Sa1=-A2-A3=8

Slika 2.4. Primeri linijskih grafika sa jednakim M i razli¢itim duzinama intervala poverenja

U primeru A opsezi intervala poverenja su relativno uski te dobijene razlike u vrednostima
aritmetickih sredina grupa verovatno odrazavaju sistematsku razliku izmedu njih, kakva bi se
dobila i u drugim istraZivanjima sprovedenim na isti nacin. U kontekstu opisanog problema
istrazivanja u kome ucenici razlicitih stilova ucenja reSavaju odredeni test znanja, moze se
ocekivati da postoji izrazena tendencija da ucenici razlicitih stilova ucenja budu razli¢ito uspesni
u reSavanju testa.

Zadatak 2.2. Postavite sada intervale poverenja u apletu Linija za sve tri grupe tako da su
aritmeticke sredine jednake kao u primeru A, da svaka od njih i dalje predstavlja rezultate 50
(spitanika, ali da su standardne devijacije merenja znatno vece — neka iznose sa;=Sa2=5a3=10.
Ponovo interpretirajte velicinu razlika izmedu aritmetickih sredina u kontekstu intervala poverenja.

Dobijeni grafik bi trebalo da izgleda kao u primeru B na slici 2.4. S obzirom na to da su vrednosti
aritmetickih sredina grupa jednake onim prikazanim u prethodnom primeru A i da su dobijene
na jednakom broju merenja, razlika u odnosu na primer A se moze pripisati iskljucCivo
varijabilnosti rezultata merenja, koja je izrazena Sirinom intervala poverenja. Znatno Siri intervali
poverenja u odnosu na primer A sugerisu vecu mogucnost da su razlike u rezultatima grupa
dobijene kao posledica greske nastale pri merenju i da je malo verovatno da ukazuju na
sistematsku pravilnost. U kontekstu ispitivanja relacija izmedu razlicitih stilova ucenja i
uspesnosti na testu znanja, moze se zakljuciti da dobijene razlike u vrednostima aritmetickih
sredina mogu znatno da variraju u drugim istrazivanjima i merenjima, i da se ne ocekuje
pravilnost da pojedini stilovi u¢enja daju bolje rezultate od drugih.

Na osnovu zadataka 2.1 i 2.2 moze se zakljuciti sledece:
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Prvo, porededi graficke prikaze u primerima A i B, moze se zapaziti da iste vrednosti aritmetickih
sredina mogu upucivati na izrazenije ili manje izrazene razlike u postignucu, zavisno od toga
koliko u posmatranim grupama rezultati variraju i, posledicno, koliko su dobijene aritmeticke
sredine pouzdane procene postignuca.

Drugo, obogacenje linijskog grafika intervalima poverenja obezbeduje mogucnost da se zakljuci
o tome koliko rezultati dobijeni na uzorku upucuju na pravilnost koja moze da se generalizuje na
merenja sprovedena na drugim uzorcima slicnih karakteristika. S obzirom na to da se sprovodi
na osnovu vizuelnog prikaza, ovakav vid zakljucivanja naziva se vizuelno zakljucivanje ili, u
literaturi na engleskom, inference by eye (Cumming, 2009; Cumming & Finch, 2005).

Pokusajte da primenite vizuelno zakljucivanje u joS jednom zadatku:

Zadatak 2.3. Postavite intervale poverenja u apletu Linija za sve tri grupe tako da su njihove
aritmeticke sredine jednake kao u primerima A [ B, da su takode izracunate za rezultate 50
ispitanika, ali da su standardne devijacije merenja sa1=sa2=s43=8. Da li se sada cini izvesnijim da
se grupe razlikuju s obzirom na postignuce ili ne?

Dobijeni grafik bi trebalo da izgleda kao u primeru C na slici 2.4. U ovom primeru pravilnost je
manje ocigledna — intervali su Siri nego u primeru A, a uzi nego u primeru B. Ukoliko ste
odgovorili da ovaj prikaz upucuje na to da se ne moze ocekivati pravilnost da se rezultati grupa
razlikuju, odgovorili ste onako kako bi intuitivno odgovorila veéina procenjivaca u slicnom
zadatku, ali netacno (Belia et al., 2005; Schenker & Gentleman, 2001).

Ono $to u vizuelnoj proceni razlika na osnovu intervala poverenja moze da zavede jeste
oslanjanje na preklapanje intervala poverenja i pogresna intuicija o tome da ukoliko se intervali
delom preklapaju svojim duzinama — $to je u primeru C slucaj izmedu svih parova intervala -
razlike izmedu aritmetickih sredina nisu dovoljno izrazene da bi upudivale na sistematsku
pravilnost. Ova pogresna interpretacija se verovatno zasniva na vizualizaciji poredenja odredene
vrednosti, dobijene na jednom uzorku merenja, sa nekom fiksnom vrednos¢u u populaciji, gde
vrednosti koje se nalaze izvan granica intervala pripadaju nekoj drugoj populaciji rezultata. U
sluaju 95% intervala poverenja, verovatnoca da se na uzorku dobiju ovakve ekstremne
vrednosti iznosi 5%, pri cemu je verovatnoca da se dobije aritmeticka sredina koja je niZza od
donje granice intervala 2,5%, kao Sto je i verovatnoca da se dobije aritmeticka sredina visa od
gornje granice intervala 2,5%. Medutim, pri poredenju aritmetickih sredina dva uzorka
verovatnoca da ce se aritmeticka sredina dobijena na jednom uzorku nalaziti medu 2,5%
vrednosti iznad gornje granice njenog intervala poverenja, a da ¢e se aritmeticka sredina
dobijena na drugom uzorku nalaziti medu 2,5% vrednosti ispod donje granice njenog intervala
poverenja, znatno je niZa od 5%. Otuda se 95% intervali poverenja mogu delom preklapati i u
slu¢aju da odrazavaju razliku koja je vredna interpretacije. Tacna veli¢ina preklapanja intervala
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koja i dalje upucuje na razliku zavisi od broja i varijabilnosti merenja, no ona priblizno iznosi
nesto vise od Cetvrtine duzina intervala (Austin & Hux, 2002).

Zadatak 2.3 i graficki prikaz C upucuju na to da je u nekim slucajevima za vizuelno zakljucivanje
potrebno nesto dodatnog znanja i izvezbanosti. Takode, zadatak vizuelnog zakljucivanja je
posebno izazovan kada je potrebno interpretirati razlike izmedu vise od dve aritmeticke sredine,
kao u prikazanim primerima. Cini se da u zoni ovakvih zadataka i problema postoji izrazenija
potreba da se vizuelna analiza upotpuni dodatnom, komplementarnom analizom u kojoj bi
vizuelno predstavljeni odnosi imali svoj numericki izraz (Biehler, 1994). Ovaj vid zakljucivanja je
prisutan u statistickom testiranju.

2.3 Statisticko testiranje u psihologiji

U psihologiji je ucestalija primena statistickih testova pocela tek sredinom 50-ih godina XX veka,
kada je u ovoj nauci ve¢ postojao znatan korpus znanja i istrazivacka praksa. Razlog ovom nije to
Sto statisticki testovi do tada nisu bili osmisljeni i primenjivani. Prva primena statistickog testa
zabelezena je jos u XVII veku, kada je Skotski fizicar, matematicar i satiricar DZzon Arbathnot
(John Arbuthnot, 1667-1735) testirao postojanje fenomena za koji je verovao da je izraz
bozanskog providenja — pravilnost da se rada nesto vise muske dece u odnosu na Zensku nego
Sto bi se to ocekivalo na osnovu slucaja po kome bi ih se radao jednak broj, ¢ime se
nadoknaduje ¢esce stradanje muskaraca i obezbeduje priblizno jednak broj muskaraca i Zena u
reproduktivnom periodu (Arbuthnot, 1710). U XIX veku testiranje verovatnoce dobijenih
podataka u odnosu na pretpostavljene primenjivano je u astronomiji, za detekciju aberantnih
rezultata (Gigerenzer, 2004).

Pocetak primene statistickog testiranja u psihologiji, a zatim i u drugim drustvenim naukama,
vremenski koincidira sa najmanje dve okolnosti.

Prva okolnost je porast znacaja koncepta verovatnoce u objasnjenju sveta, nazvan probabilisticka
revolucuja (Gigerenzer & Marewski, 2015). Nastali jos tokom XIX veka, produkti ove revolucije su
se posebno dobro uklopili u sliku sveta posle prvog i drugog svetskog rata. Nakon ratnih
potresa i razaranja, drustvenih promena i naglog tehnoloskog razvoja, svet je postao brze i
neizvesnije mesto. U takvom svetu odgovori na pitanja postajali su sve manje sigurni i pouzdani,
a sve vise su sadrzali izvesnu koliCinu neizvesnosti koja je izrazavana kroz verovatnocu i Sanse —
nasledivanje osobina se deSava sa verovatnocom opisanom Mendelovim zakonima, intenzitet
elektromagnetnog zracCenja zavisi od verovatnoce prelaska elektrona iz stanja vece u stanje
manje pobudenosti, a Sredingerova macka je ziva ili ne u zavisnosti od prethodnih nasumiénih
dogadaja. Medutim, dok se u prirodnim naukama verovatnoéa utkala u sam sadrzaj znanja, u
psihologiji i drustvenim naukama obelezila je metod saznanja u kome su rezultati ispitivanja
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interpretirani u terminima verovatnoce da su vredni da postanu deo nau¢nog znanja. Tako je
probabilisticka revolucija u drustvenim naukama dovela do svojevrsne revolucije zakljucivanja
(engl. inference revolution) (Gigerenzer, 1993 i 2004; Gigerenzer & Marewski, 2015).

Druga okolnost je bila narastaju¢a potreba za primenom statistickog testiranja u psihologiji.
Naime, dotadasnji eksperimenti u laboratorijama Vunta, Skinera, Kelera i Pijazea sprovodeni su
nad pojedinac¢nim subjektima uz visok stepen kontrole uslova, sto je obezbedivalo da greska u
proceni bude gotovo nepostojeca, te statisticko testiranje, koje bi pokazalo koliko je izrazenost
ispitivanog fenomena veca od izrazenosti greske, nije bilo neophodno. Medutim, sredinom XX
veka poraslo je interesovanje za psiholoske fenomene koji su varijabilniji od onih ispitivanih u
laboratorijama i na Cije merenje mogu uticati brojni uslovi koje je teze kontrolisati. Takva je, na
primer, bila oblast edukacije u kojoj su u cilju utvrdivanja prakti¢nih smernica o tehnikama i
metodama nastave sprovodeni eksperimenti sa eksperimentalnim i kontrolnim grupama, u
kojima je bilo potrebno porediti prosecna postignuca ucenika uzimajuc¢i u obzir njihove
individualne razlike (Gigerenzer, 2004).

Logika statistickog testa kojim bi se testirale razlike izmedu aritmetickih sredina trebalo bi da
sledi opisanu logiku sticanja vizuelnog utiska o rezultatima, koja u osnovi ima procenu velicine
variranja aritmetickih sredina u odnosu na veli¢inu variranja pojedinacnih podataka, pri cemu bi
test ovaj odnos izrazio kvantitativno.

2.3.1 Kvantifikacija variranja

2.3.1.1 Varijansa izmedu grupa
¢ Kako biste velicinu razlika izmedu aritmetickih sredina odredili u slucaju dve grupe?

Razlika izmedu dve aritmeticke sredine na linijskom grafiku odgovara rastojanju izmedu tacaka
na y-osi koje predstavljaju projekcije aritmetickih sredina grupa na nju. Izrazeno numericki, to
rastojanje odgovara razlici izmedu vrednosti dve aritmeticke sredine. Na ovaj nacin razliku
izmedu aritmetickih sredina numericki predstavlja t test, namenjen testiraju razlike izmedu dve
aritmeticke sredine (Paji¢, 2020). Medutim, sada je potrebno utvrditi koliko iznosi razlika izmedu
aritmetickih sredina kada ih je vise od dve — u ovom primeru tri.

Razlika izmedu vise od dve aritmeticke sredine moze da se izrazi velicinom odstupanja od
njihove zajednicke aritmeticke sredine (engl. grand mean ili total mean). Zajednicka aritmeticka
sredina se moze na grafiku predstaviti ili zamisliti kao horizontalna linija koja je pozicionirana
tako da predstavlja centar ravnoteze pojedinacnih aritmetickih sredina — odnosno tako da su
odstupanja naviée i nanize od nje jednaka. Sto aritmeticke sredine vise variraju oko zajednicke
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aritmeticke sredine, razlika izmedu njih je veca. Veli¢ina ovih variranja broj¢ano se moze izraziti
na sledeci nacin:

Zn(Mg - Mt)2
k—1

variranja izmedu grupa =
— gde su My aritmeticke sredine grupa (engl. group mean), M; zajednicka aritmeticka sredina, n
broj ispitanika u pojedinacnoj grupi, a k broj grupa.
Prikazan izraz upucuje na to da su u ra¢unu velicine variranja uzete u obzir sledec¢e komponente:
1) Velic¢ina odstupanja

Pokazatelj veli¢ine razlika izmedu aritmetickih sredina pojedinacnih grupa je suma razlika
aritmeticke sredine svake od grupa (Mg) i zajednicke aritmeticke sredine (My).

2) Kvadrirana velic¢ina odstupanja
¢ Koliko bi iznosila suma odstupanja pojedinacnih sredina od zajednicke sredine?

Suma odstupanja bilo kojih vrednosti od njihove aritmeticke sredine iznosi uvek 0 bez obzira na
veli¢inu odstupanja, jer je aritmeticka sredina ,teziste” rezultata. Stoga se odstupanja kvadriraju.

3) Broj ispitanika u grupama

Aritmeticka sredina pojedinacne grupe je reprezent svih dobijenih merenja u grupi. Broj
merenja, odnosno opservacija koje srednja vrednost predstavlja, uzima se u obzir te se svako
kvadrirano odstupanje mnozi njihovim brojem (n). Na taj nalin se odreduju ,tezine"
pojedinacnih odstupanja, tako da vecu ,vaznost” dobijaju ona odstupanja koja su brojnija.

4) Broj grupa

Broj odstupanja povecava vrednost sume odstupanja, pa se stoga suma kvadriranih odstupanja
deli brojem odstupanja, odnosno brojem grupa (k). Umanjenje broja k za jedan znadi
oduzimanje jednog stepena slobode (df) za slobodna, nasumicna variranja vrednosti aritmetickih
sredina, jer Ce prosecna vrednost njihovih odstupanja ostati nepromenjena ako nepromenjena
ostane vrednost najmanje jedne od njih (Paji¢, 2020).

¢ U opisanom racunu se moze prepoznati jedan pokazatelj rasprsenja rezultata. Koji?

Prose¢no kvadrirano odstupanje rezultata od aritmeticke sredine je varijansa — kvadrirana
standardna devijacija ili prosecno kvadrirano odstupanje rezultata od njihove aritmeticke
sredine. Ovde je u pitanju prosecno kvadrirano odstupanje aritmetickih sredina grupa od
zajednicke aritmeticke sredine, pa se ova varijansa naziva varijansa izmedu grupa ili medugrupna
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varijansa. Oznacava se sa MSy (od engl. mean square between groups u znacenju srednje
kvadrirano odstupanje izmedu grupa), a specificnim oznakama dopunjena formula za njeno
izraCunavanje bi bila:

Yn(Mg —M)?  SS,
k—1 - df,

variranja izmedu grupa = = MS,

MS, je kolicnik sume kvadriranog odstupanja izmedu grupa (ili skra¢eno SS, od engl. Summ of
Squeres between groups) i stepeni slobode (df). Nazivi i skracenice MS, SS, kao i df, prihvaéeni su i
usvojeni kao standard u predstavljanju rezultata testiranja razlika izmedu vise aritmetickih
sredina.

Varijansa izmedu grupa — MS, — predstavlja variranja u rezultatima na zavisnoj varijabli koja se
mogu objasniti dejstvom nezavisne varijable. Nezavisna varijabla se u ovakvim istrazivanjima
naziva jos$ i faktor, u znacenju uticaja. Moglo bi se re¢i da smo u opisanim primerima u kojima
smo menjali vrednosti aritmetickih sredina varirali dejstvo faktora stila ucenja na postignuce na
testu. U apletu Linija broj¢ana vrednost ove varijanse se nalazi u tabeli desno u koloni sa

nazivom MS i u redu oznacenom kao Fa, na mestu gde su zabelezena variranja Ciji je izvor faktor
A. Zapazite da je ova vrednost veca pri vecim razlikama aritmetickih sredina, a manja pri manjim.

2.3.1.2 Varijansa unutar grupa
¢ Kako izracunati ukupna variranja unutar grupa posmatranih zajedno?
Varijabilnost rezultata unutar grupa takode se moze predstaviti kao varijansa:

X-M,)% SS
Z( g) _ W=MSW
N—k df,

varijansa unutar grupa =

— gde je X pojedinacni rezultat u grupi, My aritmeticka sredina grupe, N ukupan broj ispitanika, k
broj grupa, df. broj stepeni slobode unutar grupa, a SSw suma kvadriranih odstupanja unutar
grupa (od engl. summ of squares within groups). Ova varijansa se oznacava sa MS, (od engl.
mean square within groups — srednji kvadrat unutar grupa). S obzirom na to da ova varijansa
upucuje na veli¢cinu greske u proceni aritmetickih sredina, naziva se jos i greska. U tabeli na
desnoj strani apleta velicina variranja koja potiCu iz ovog izvora nalazi se u koloni MS i u redu
greska. Zapazite da je ova vrednost manja pri kra¢im linijama standardne greske, a veca pri
duzim.
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2.3.1.3 Ukupna i rasclanjena varijansa

Zadatak 2.4. Saberite vrednosti suma kvadrata izmedu i( unutar grupa (SS» + SSw) prikazane u
tabeli sa desne strane apleta. Razmislite o tome kakva variranja predstavlja ovaj zbir.

Zbir suma kvadriranih odstupanja izmedu i unutar grupa jeste vrednost ukupne sume kvadriranih
odstupanja, koja predstavlja sumu kvadriranih odstupanja pojedinacnih rezultata od zajednicke
aritmeticke sredine (5Sy). Ovo je zakonitost u variranju podataka: ukupna variranja rezultata se
mogu rasclaniti na komponente, pri cemu zbir komponenti odgovara ukupnim variranjima.

U kontekstu rezultata pojedinacnih ispitanika, ras¢lanjavanje variranja bi znacilo da je odstupanje
svakog pojedinacnog rezultata od ukupne aritmeticke sredine odredeno njegovim odstupanjem
od aritmeticke sredine grupe kojoj pripada, i odstupanjem aritmeticke sredine te grupe od
ukupne aritmeticke sredine. Drugim recima, u primeru sa razlicitim stilovima ucenja, rezultat na
testu ucenika Z. Z. ¢iji dominantni stil ucenja je vizuelni, odstupao bi od ukupnog proseka
onoliko koliko prosek vizuelnih uéenika odstupa od ukupnog proseka, i koliko njegov rezultat
odstupa od proseka ucenika sa istim vizuelnim stilom ucenja. Individualni skor se moze izraziti i
kao:

Ys, =M + (Mg.verb - Mt) + (Y, — Mg.verb)

Sume kvadrata podeljene njihovim stepenima slobode vise nisu sabirljiva, ali takode
predstavljaju variranja na koje je ukupna varijansa ras¢lanjena. Rasclanjavanje, odnosno analiza
varijanse, omogucava da se komponente ukupne varijanse — varijansa izmedu grupa i varijansa
unutar grupa — stave u odnos kako bi se utvrdilo koliko puta je jedna veéa od druge, $to je
osnov statistickog testa.

2.3.2 Test za rasklapanje varijanse

Stavljanjem u odnos varijanse izmedu grupa i varijanse unutar grupa moguc je odgovor na
pitanje koliko puta je prva veca od druge, odnosno koliko je izrazen efekat nezavisne varijable.
Kako je pokazano u prethodnim primerima i vezbama, ovo resenje je u osnovi veoma vizuelno:
treba odrediti da li su razlike izmedu aritmetickih sredina, predstavljene udaljenos¢u kruzica ili
tacaka na linijskom grafiku, vece nego $to su razlike izmedu pojedinacnih ispitanika u grupama,
predstavljene linijama greske.

Najznacajniji doprinos u osmisljavanju ovog testa potekao je od autora cija je sposobnost
mentalne vizualizacije bila veca od sposobnosti videnja spoljasnjeg sveta. To je bio Ronald Fiser
(Sir Ronald Aylmer Fisher, 1890-1962), britanski statisticar i geneticar. Veoma slabovid od
detinjstva, on je razvio izrazitu sposobnost predstavljanja matematickih odnosa i relacija
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vizuelno, geometrijski (Crow, 1990; Hall, 2010). Na ovaj nacin on je osmislio brojne predloge za
reSenje statistickih problema, od kojih je jedan i postupak za analizu varijanse, kojim se bavio za
potrebe analiza rezultata eksperimenata nad kulturama u poljoprivrednoj stanici Rotamsted
dvadesetih godina proslog veka (Crow, 1990).

Jedan drugi statisticar, koji je takode imao znacajan doprinos u razvoju i primeni ovog testa,
DZorz Snedekor (George Waddel Snedecor, 1881-1974), u cast Ronalda FiSera test je nazvao
prvim slovom FiSerovog prezimena. Formula za test prikazana je u slagalici u apletu Linija.

2.3.2.1 Slagalica za F, a F za FiSera

Zadatak 2.5. Sastavite slagalicu od delova formule za test za analizu varijanse u apletu Linija,
koja izgleda ovako:

x n( Mg—)Z

=1 dfy | M || X | dfy

| SS,, || MS,,|| SS, || MS, [N —K

Zadatak 2.6. Kolika je vrednosti F testa za podatke iz primera A iz zadatka 2.1, u kome su
aritmeticke sredine grupa Mai1=18, Ma>=14 { Ma3=15, standardne devijacije grupa sai-a2-a3=6, a
velicine grupa Nai-a2-43=50?

Vrednost F testa se u apletu Linija nalazi u tabeli desno, u koloni F, i za prikazane podatke iznosi
pribliino F(2,147)%5,66.

Posmatrajuci formulu i oslanjajuci se na logiku testa, odgovorite:
¢ Kada ce F odnos imati vrednost 1? A kada ce F odnos imati vrednost 0?

Vrednost F=1 ukazivae na to da medugrupna variranja nisu ve¢a od unutargrupnih, odnosno
da se grupe medu sobom ne razlikuju vise nego Sto se razlikuju rezultati unutar pojedinacnih
grupa. Vrednosti koje su manje od jedan pokazivace da su unutargrupna variranja veca od
medugrupnih, a vrednost F=0 da se aritmeticke sredine grupa uopste ne razlikuju.

¢ Kakav poloZaj linija na grafiku odgovara rezultatima u kojima F test ima vrednost 0?
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Ovakav polozaj linije opisan je prethodno u vezbi 2.2. Slicno poloZaju regresione linije koja
pokazuje odnos dve standardizovane varijable koje su u nultoj korelaciji, horizontalnom polozZaju
linije koja spaja aritmeticke sredine odgovarace vrednost F=0, bez obzira na veliCinu linija
greske.

¢ Kakvim se izmenama na grafiku mozZe povecati vrednost F testa?

Vrednost F testa ¢e biti tim veca sto su vece razlike izmedu kruZica koji predstavljaju aritmeticke
sredine grupa, a Sto su manje linije greske koje predstavljaju unutargrupna variranja.

¢ Da li promena velicina kruZic¢a na grafiku utice na promenu F vrednosti?

Povecdanje kruzi¢a na grafiku korespondira sa ve¢im brojem ispitanika koje smanjuje gresku
merenja i povecava F vrednost.

¢ Da li je moguce izracunati F test u slucaju kada unutar grupa variranja nema? Proverite svoj
odgovor na ovo pitanje koristeci opciju za variranje velicina standardnih devijacija u apletu.

Variranja unutar grupa nece postojati u slu¢aju da ispitanici unutar svoje grupe imaju potpuno
iste rezultate, odnosno kada su sai-a2-a3=0. U tom slucaju bi medugrupna variranja trebalo deliti
nulom, a deljenje nulom nema adekvatno reSenje, odnosno rezultat deljenja e teZiti
beskonacnosti (Czajko, 2020). Otuda e u tabeli u apletu u slu¢aju nepostojanja unutargrupnih
variranja, u Celiji u kojoj bi trebalo da se nalazi vrednost F testa, stajati oznaka za beskonacno o.

2.4 Statisticko zakljucivanje

Dobijene vrednosti F testova iz primera govore o odnosu medugrupnog i unutargrupnog
varijabiliteta koji je ishod jednog istrazivanja. Medutim, ishod jednog istrazivanja ne govori sam
po sebi o tome kakvi bi bili ishodi merenja na drugim uzorcima, cak i ako bi ti uzorci bili slicnih
karakteristika kao onaj u istrazivanju. Kako zakljuciti o drugim dogadajima koji bi se javili u
Citavoj populaciji dogadaja na osnovu dogadaja u pojedinacnom uzorku, odnosno kako izbedi
zamke induktivnog zakljucivanja, osnovni je problem u filozofiji statistike. RazliCiti statisticki
pristupi predlazu razlicite postupke za reSenje ovog problema. Relativno Siroko prihvacen
pristup, koji najve¢im delom potice iz FiSerove ,kuhinje”, o opSte vazec¢im ili buducim
pravilnostima zakljucuje tako Sto dobijeni rezultat posmatra u kontekstu relativne verovatnoce da
se javi. Ovaj nacin statistickog zakljucivanja inkorporiran je u aplet Linija.
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2.4.1 P za probability

Malo slovo p u tabeli desno u apletu Linija potice od oznake za verovatnocu (engl. probability).
Verovatnoda p prikazana u apletu zasniva se na ponavljanjima dogadaja. Analogno ponovljenom
bacanju novci¢a da bi se utvrdila verovatnoéa da ¢e novcic pasti na pismo ili glavu, ovde bi bilo
potrebno mnogo ponavljanja merenja istih varijabli na isti nacin, tj. mnogo istrazivanja u kojima
bi se koristile iste mere i uzorci iste veliCine da bi se utvrdila relativna frekvencija slucajeva u
kojima bi se dobila odredena vrednost test statistika — statistickog testa dobijenog na podacima
iz uzorka. Takvih ponavljanja u najve¢em broju istrazivanja koja se u praksi sprovode nema, vec
postoji rezultat samo jednog istrazivanja koji je predmet konkretne analize. Otuda se o
verovatnodi kao relativnoj ucestalosti najcesée zakljuCuje na osnovu pretpostavljenih statistickih
distribucija uzoraka, koje predstavljaju teorijske ucestalosti dobijanja vrednosti statistika pod
odredenim uslovima. Za vedinu statistickih distribucija ti uslovi su: 1) da je formiraju rezultati
velikog broja testiranja sprovedeni na uzorcima koji su u svakom testiranju iste velicine i 2) koji
su uzeti iz iste populacije, tako da distribucija odgovara stanju da razlike u populaciji nema,
odnosno da efekta nema. Zakljucivanje o aritmetickim sredinama uzoraka na osnovu standardne
greske, opisano u odeljku 2.2.3.2, zasniva se na sli¢noj logici.

2.4.2 F distribucija

Distribuciju F odnosa koja bi se dobila ponavljanjem merenja na uzorcima iste velicine uzetim iz
iste populacije definisali su autori koji su dali glavni doprinos u osmisljavanju F testa: Ronald
Fiser i Dzorz Snedekor. Distribucija se, analogno testu, naziva F distribucija.

F distribucija izgleda kao normalna distribucija kojoj je neki SaljivdZija stao na desni kraj, onaj na
kome su visoke vrednosti, dok ona pokusava da se otrgne (kao na ilustraciji na slici 2.5). Naime,
pod pretpostavkom da razlike nema, najveci broj testiranja ¢e rezultovati vrednostima O
(nepostojanje medugrupnih variranja) ili 1 (unutargrupna variranja su jednaka medugrupnim).
Negativne vrednosti F statistika, koje bi se nalazile na levom polu distribucije, nisu moguce jer
varijanse, kao ni njihov koli¢nik, ne mogu imati negativnu vrednost. Vise vrednosti testa su retke
i nalaze se na desnom kraju (,repu”) distribucije — ako se u populaciji grupe ne razlikuju malo je
verovatno da ¢e podaci omoguditi visoku vrednost testa, te je distribucija manje ili vise
zakrivljena u desno.
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Slika 2.5. llustracija F distribucije
2.4.2.1 Zakrivljenost F distribucije i karakteristike uzorka

Formulacija ,manje ili vise zakrivljena” iz prethodne recCenice upucuje na to da oblik F distribucije
u izvesnoj meri varira. F distribucije razli¢ite zakrivljenosti mogu se generisati u apletu Fiser-
Snedekorova F iz knjige Primena tehnika vizualizacije u bazicnoj statistici (Paji¢, 2020), variranjem
pokazatelja od kojih zakoSenost zavisi. U apletu mozete uociti da su ti pokazatelji velicina 7.
uzorka i velicina 2. uzorka, odnosno da se teorijski odredena distribucija modifikuje zavisno od
karakteristika konkretnog istrazivanja, za Cije testiranje rezultata se distribucija koristi. Velicina 1.
uzorka oznacava broj jedinica merenja u brojiocu F odnosa (odnosno broj grupa), a velic¢ina 2.
uzorka broj jedinica merenja u njegovom imeniocu (odnosno ukupan broj ispitanika). Setite se
da su te vrednosti ,utkane” u brojeve stepeni slobode izmedu (dfy) i unutar (dfw) grupa. Primeri
generisanih distribucija za razlicite brojeve grupa (k) i ispitanika (N) prikazani su na graficima A,
BiCnaslici 2.6.

A C
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
veli¢ina 1. uzorka (k)=5 veli¢ina 1. uzorka (k)=2 veli¢ina 1. uzorka (k)=2
veli¢ina 2. uzorka (N)=100 veli¢ina 2. uzorka (N)=100 veli¢ina 2. uzorka (N)=5

Slika 2.6. F distribucije razlicite zakosenosti

Zadatak 2.7. Analizirajte prikazane generisane distribucije i/ili distribucije na graficima A, B i C i
zakljucite o odnosu...
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1) zakrivljenosti distribucija i stepena slobode (odnosno zakrivljenosti distribucija i broja merenja i
broja grupa)

2) zakrivljenosti distribucije { proporcije slucajeva pod distribucijom ispod odredenih F vrednosti,
koje su na graficima oznacene crvenim strelicama.

1) Razlike u prikazanim graficima upucuju na to da istrazivanjima sa manje ispitanika i manje
grupa odgovaraju distribucije koje su zakrivijenije. Najizrazitije zakrivljena je distribucija C, koja
predstavlja pretpostavljenu ucestalost F statistika, dobijenih na merenjima sprovedenim na
malom broju ispitanika (Nc=5), i rasporedenih u mali broj grupa (kc=2). U odnosu na nju nesto
manje je zakrivljena distribucija B koja pokazuje teorijsku ucestalost F statistika dobijenih na
istom broju grupa (ks=2), ali vecem broju ispitanika (Ng=100). Distribucija A, koja odgovara
istom ukupnom broju merenja kao distribucija B (Na=100), ali i ve¢em broju grupa (ka=5), jos
manje je zakrivljena.

2) Oblik distribucije odreduje proporciju slucajeva ispod ili iznad pojedinacnih vrednosti na x-osi.
U primeru prikazanih distribucija to je proporcija uzoraka u ukupnom broju ponovljenih
testiranja u kojima bi se dobile F vrednosti jednake i vise — ili jednake i nize — od vrednosti
dobijene u konkretnom testiranju. Najizrazenije razlike u proporcijama slucajeva u distribucijama
A, B i C su na njihovim desnim krajevima, u oblastima relativno visokih F vrednosti. Kao primer,
crvenim strelicama usmerenim nadesno oznaceni su delovi distribucija u kojima se nalaze
vrednosti jednake ili vise od relativno retke vrednosti F=3,00. Udeo uzoraka u kojima bi se kao
rezultat testiranja dobile F vrednosti jednake ili viSe od nje, veci je u istrazivanjima sprovedenim
sa manje merenja (primer C), nego u istrazivanjima sprovedenim sa vise merenja (primeri A i B).
Ovo upucuje na pravilnost koja vazi u statistickim testiranjima generalno: u istrazivanjima
sprovedenim na malim uzorcima nije toliko retko i neocekivano dobijanje i relativno visih
vrednosti statistickih testova i koeficijenata.

Kako je prikazano u zadatku 2.7, rezultati testiranja u kojima bi se dobila odredena F vrednost ili
pak vrednosti vise od nje, nalaze se u delu distribucije koji se prostire od odredene vrednosti na
x-osi do njenog desnog kraja. Udeo ovakvih slucajeva u ukupnoj distribuciji mogucih vrednosti
koje bi se dobile ponovljenim testiranjima predstavlja njihovu relativnu ucestalost, u znacenju
ucestalosti u odnosu na druge moguce ishode. U okviru frekvencionistickog statistickog pristupa
ove relativne ucestalosti vrednosti statistika interpretiraju se kao njihove relativne verovatnoce
(npr. Hajek, 2019; Mayo & Cox, 2006). Vrednost p iz apleta je takva verovatnoca.

2.4.3 P sa obe strane ogledala

Interpretacija verovatnoce podataka predstavljena p vrednos¢u uslovljena je karakteristikama
distribucije koja joj je u osnovi. Prva je da vazi uz pretpostavku velikog broja ponovljenih
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testiranja uzoraka koji su iste veliCine. Druga je ta da distribucija reflektuje pretpostavku o
fenomenu u populaciji — u ovom slucaju o razlikama izmedu grupa. Ta pretpostavka je najcesce,
kao u opisanoj F distribuciji, da razlike nema. U kontekstu ovakve pretpostavke, p vrednost
oznacava verovatnocu dobijanja odredene ili ekstremnije vrednosti statistika pod pretpostavkom
da razlike u populaciji nema.

2.4.3.1 Niske p vrednosti

Zadatak 2.8. Koliko iznosi verovatnoca da ce se ispitivanjem razlika izmedu 3 grupe u koje je
razvrstano 150 ispitanika dobiti F vrednost jednaka ili visa od pribliZno 5,66? Interpretirajte
verovatnocu podataka u kontekstu pretpostavke da razlike ne postoje.

Vrednost F147=5,66 dobijena je za grafik u apletu postavljen kao u vezbi 2.2 ili u primeru A iz
zadatka 1, u kome su aritmeticke sredine grupa relativno razlicite i iznose Ma1=18, Ma,=14 i
Mas3=15. Verovatnoca da se dobije takva ili visa vrednost testa, pod pretpostavkom da se grupe
ne razlikuju, veoma je niska i iznosi p<0,01, Sto znaci da bi se u manje od 1% testiranih uzoraka
dobila vrednost F~5,66 ili veca.

No, kako odrediti kada su podaci dovoljno malo verovatni da bi se moglo smatrati da se ne
mogu objasniti pretpostavkom o nepostojanju fenomena? Dva su moguca nacina da se
odgovori na ovo pitanje. Prvi je da se dobijena p vrednost uporedi sa nekom unapred
odredenom vredno$¢u, pri ¢emu su te vrednosti najces¢e 0,01 ili 0,05. Ove vrednosti su
odredene neformalnim konsenzusom naucno-statisticke zajednice, a rezultat poredenja je
binarna odluka - da li pretpostavka da razlike nema zadovoljavaju¢e objasnjava podatke ili ne.
Ovakav nacin zakljucivanja je i FiSer predlagao u svojim ranim radovima (Fisher, 1935; prema
Box, 1980). Drugi nacin je da se navede tacna p vrednost, ¢ime se odgovara koliko je dobijeni
rezultat verovatan. Ovaj nacin zakljucivanja, koji je FiSer predlagao u kasnijim radovima (Fisher,
interpretacije rezultata testiranja na osnovu p vrednosti (npr. Wasserstein, Schirm & Lazar, 2019).
Naime, navodenjem tacne p vrednosti izbegava se prisilna podela rezultata na ,znacajne” i
.neznacajne” i njihovo razvrstavanje u razlicite kategorije ¢ak i kada su razlike u p vrednostima
veoma male (npr. p=0,04 i p=0,06 kada je referentna vrednost p=0,05). Time se ostavlja
mogucnost Citaocu da sam zaklju¢i o tome koliko se istrazivani fenomen ,oteo” od nulte
vrednosti, odnosno koliko je daleko od nje. Ovakav nacin je odabran za prikazivanje p vrednosti
u apletu.

Buduéi da je u posmatranom primeru dobijeni rezultat veoma daleko od nulte vrednosti,
moguce je doneti odreden zakljucak o istrazivanom fenomenu: na osnovu analiziranih podataka
pretpostavka o nepostojanju razlika bi se mogla odbaciti.
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Ali Sta se nalazi sa druge strane odbacivanja pretpostavke o nepostojanju razlika? Ukoliko
podaci nisu dovoljno verovatni pod pretpostavljenom distribucijom, da li su verovatniji pod
nekom drugom i kojom? Intuitivan odgovor na ovo pitanje bi bio da je to pretpostavka
alternativna postavljenoj — da razlika postoji, jer niske p vrednosti odgovaraju ve¢im F odnosima
i izrazenijim razlikama. Medutim, opisan nacin statistickog testiranja ne nudi preciznije
informacije o tome kolika je ta razlika i koja je verovatnoéa njenog dobijanja. Naime, kada je
podatak o verovatnodli predstavljen p vrednoscu, uslovljen je pretpostavljenom distribucijom, i
na osnovu nhjega se ne moze zakljuCiti o verovatno¢i podataka pod nekom drugom
distribucijom. Drugim recima, sa druge strane pretpostavke o nepostojanju razlika nalazi se
veoma ,zamagljena”, nejasna pretpostavka o postojanju razlika.

2.4.3.2 Visoke p vrednosti

Vezba 2.3. Variranje p vrednosti

Varirajte pokazatelje u apletu Linija tako da povecate p vrednost. Interpretirajte dobijeni rezultat u
kontekstu verovatnoce da ne postoji razlika izmedu grupa.

Kako je pokazano u zadatku 2.7, viSe p vrednosti, odnosno vece verovatnoce javljanja imaju nize
F vrednosti, koje zauzimaju najveci deo distribucije prostiruci se od njenog levog kraja do zone
retkih visokih vrednosti na desnom kraju. Niza F vrednost u apletu se moze postici: a)
Jpriblizavanjem” aritmetickih sredina, Cime se smanjuju medugrupna variranja, i/ili b)
povecanjem intervala poverenja, ¢ime se povecavaju unutargrupna variranja. Pored toga, u
zadatku 2.7 je pokazano da se visa p vrednost mozZe dobiti i za nepromenjenu F vrednost,
ukoliko je merenje sprovedeno na manjem uzorku. U apletu se ovo moze simulirati smanjenjem
vrednosti na skali koja pokazuje veli¢inu uzorka, usled cega se smanjuju i veli¢ine kruzi¢a koji
predstavljaju aritmeticke sredine. Evo primera odabira pokazatelja koji bi rezultovao visom p
vrednoscu: kada se raCuna za priblizno 75 ispitanika rasporedenih u tri grupe cije standardne
devijacije su jednake i iznose sai=sa2=sa3=8, a aritmetike sredine iznose Ma1=17, Ma:=14 i
Ma3=15, vrednost testa je niza i iznosi priblizno Fesn=1,73, dok je p vrednost visa i iznosi
priblizno p=0,18.

Visa p vrednost sugeriSe da dobijena vrednost statistika nije dovoljno retka da bi se
pretpostavka o nepostojanju razlika mogla odbaciti. Medutim, primenjeni nacin testiranja ne
daje odgovor na to da li se ova pretpostavka moze prihvatiti. Naime, verovatnoca izraZzena p
vrednoscu je verovatnoca ne jednog nego ,zone podataka”, i oznacava verovatnocu da se, sem
dobijene vrednosti statistika, dobije i bilo koja vrednost visa od nje koja bi mogla da upucuje na
izrazenije razlike izmedu grupa. U nekom narednom, ponovljenom, istrazivanju mogla bi da
bude dobijena visa, manje verovatna vrednost statistika koja bi sugerisala odbacivanje
pretpostavke o nepostojanju razlika.
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2.4.3.3 Nulifikacija

Opisani nacin testiranja postavljen je tako da je njegov najinformativniji ishod da pretpostavka u
odnosu na koju se odreduje verovatnoca podataka bude odbacena, odnosno nulifikovana. Zbog
toga se takva pretpostavka naziva nulta hipoteza — a ne zbog toga Sto pretpostavlja da je razlika
nula, mada je u opisanom nacinu testiranja najcesce tako (Gigerenzer, 2004).

U postupku testiranja kojim se empirijskom proverom hipoteza moze samo odbaciti, postoji
izvesna slicnost, analogija sa falsifikacionizmom, jednim od glavnih pravca u filozofiji nauke u
vreme razvoja metoda statistickog testiranja (Lee & Pawitan, 2021; Wilkinson, 2013). Ovo
stanoviste koje je razvio britanski filozof Karl Poper (Karl Raimund Popper, 1902-1994)
proveravanju hipoteza pristupa iz nesto drugacijeg ugla. Prethodno opisan postupak statistickog
testiranja hipoteza je induktivan, takav da se na osnovu pojedina¢nog rezultata dobijenog na
uzorku o populaciji zakljuCuje sa verovatno¢om, dakle uz odredenu koli¢inu neizvesnosti. Pristup
koji falsifikacionizam predlaze za proveru hipoteza je deduktivan, u kome neizvesnost ne postoji
jer se specificna empirijska posledica, cija istinitost se proverava, izvodi iz opstije teorije ili
hipoteze. Slicnost falsifikacionizma sa opisanim nacinom statistickog testiranja ogleda se u
odlukama o hipotezi na osnovu istinitosti posledice. Na osnovu ispravnosti posledice izvedene iz
nje, hipoteza ne moze biti potvrdena, jer se ista posledica moze dedukovati i iz neke druge
pretpostavke i jer je moguce da, sem nje, postoji neka druga posledica koja ne govori u prilog
hipotezi. Evo jednog od brojnih primera koji demonstriraju gresku potvrdivanja premise na
osnovu tacnosti posledice (Risti¢, 2006). 1z pretpostavke da je X=2 moze se izvesti posledica da
je X?=4. Medutim, ista kvadrirana vrednost X dobija se i ukoliko je X=-2, $to nije postavljeno kao
pretpostavka. Opazeni beli labudovi ne cine tvrdnju da su svi labudovi beli istinitom, ali samo
jedan opazeni crni labud moze da pokaze da je ta tvrdnja neistinita (npr. Wilkinson, 2013).
Shodno tome, hipoteza se ne moze do kraja potvrditi, ali se moze opovrgnuti, ukoliko se pokaze
da je posledica izvedena iz nje neistinita, jer neistinita posledica ne moze da sledi iz istinite
premise. Uzimajudi za osnovu ovu logiku, sa stanovista falsifikacionizma proces razvoja naucnog
znanja sastoji se u odbacivanju hipoteza za koje se pokaZe da su neispravne, odnosno njihovim
falsifikovanjem i zadrzavanjem onih hipoteza koje uspevaju da izdrze strogu proveru.

Postoji jos jedna razlika u Poperovoj koncepciji opovrgavanja hipoteza u odnosu na opisano
statisticko testiranje hipoteza. Kod Popera hipoteze koje se stavljaju na proveru treba da su
takve da se lako mogu opovrgnuti — malo verovatne, smele, drske i domisljate, po cemu su
slicnije alternativnim nego nultim hipotezama koje najcesSce pretpostavljaju da efekta — ispitivane
razlike ili povezanosti — nema. Stavljeno u kontekst falsifikacionizma, testiranje nulte hipoteze
bilo bi samo prva faza u proveri hipoteze koja omogucava da se utvrdi da je malo verovatno da
u populaciji fenomen ne postoji. Tom koraku treba da sledi drugi korak u kome se alternativna
hipoteza odreduje specificnije (Wilkinson, 2013). Ovakav korak zastupljen je u nesto drugacijem
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postupku statistickog zakljuCivanja ilustrovanom na slici 2.7, u kome p vrednost ima maniji
znacaj.

2.4.4 Pogled preko tarabe: drugaciji nacini

2.4.4.1 Nejman-Pirson ili izbor

Na slici 2.7 ilustrovan je nacin koji je proistekao iz naucne saradnje dva prijatelja, JirZija Nejmana
(Jerzy Neyman, 1894-1981) i Egona Pirsona (Egon Pearson, 1895-1980). Za razliku od prethodno
opisanog, njihov model statistickog testiranja se zasniva na dve distribucije verovatnoca koje
odraZavaju pretpostavke o rezultatima u populaciji. Leva, kao u FiSerovom postupku, predstavlja
verovatnocCu rezultata pod pretpostavkom da razlike nema. Distribucija koja ,beZi” u desno
predstavlja verovatnocu rezultata pod pretpostavkom da u populaciji postoji sistematski efekat i
da je taj efekat odredene veliCine. Vrednosti testova oko 0 ili 1, koje upucuju na nepostojanje
efekta, ovde su moguce ali veoma retke. Cec¢e su vrednosti u oblasti visih rezultata, gde se
nalazi i najmanja vrednost efekta koja se moze smatrati znacajnom, a koja se Cesto naziva
najmanja znacajna razlika. Kako se navedi broj slucajeva od niskih pomera ka visim vrednostima,
distribucija je ,razvucena” i zbog toga najcesée nesto Sira i spljostenija u odnosu na levu (Nelson,
2016).

Slika 2.7. llustracija distribucija nulte i alternativne hipoteze u Nejman-Pirsonovom
modelu zakljucivanja

Ovakvim modelom je pretpostavka o postojanju efekta specificnije odredena — sa druge strane
pretpostavke o nepostojanju efekta nije samo relativno neodredena alternativna tvrdnja da
efekat postoji, ve¢ tvrdnja da postoji efekat koji je veci od odredene vrednosti. Taj manevar
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sadrzi nesto od poperijansko-deduktivnog smera zakljucivanja jer je pretpostavka o najmanje
znacajnom efektu a priori postavljena (Wilkinson, 2013). Vaznije od toga, njime se menja ishod
testiranja. Umesto odbacivanja hipoteze na osnovu p vrednosti kada su rezultati testiranja malo
verovatni pod njom, rezultat ovakvog modela testiranja je odluka o izboru izmedu dve hipoteze,
koja zavisi od toga pod kojom od njih je dobijeni rezultat testiranja verovatniji. Pritom, rezultat
na osnovu koga se odluka prvenstveno donosi jeste vrednost testa, dok p vrednost u ovakvom
zakljucivanju ima manju ulogu.

Potencijalni problem u odlucivanju izmedu hipoteza je zona preklapanja distribucija. Na
ilustraciji je taj problem resio skaka¢ s motkom koji je obelezio granicu kojoj distribuciji rezultat
treba pripisati. Zavisno od polozaja motke vise ulevo ili udesno, smanjuju se i povecavaju
verovatnoce za dve moguce greske u zakljucivanju: gresku pogresnog prihvatanja nulte hipoteze
(zelena zona od motke do kraja leve distribucije) i greSku pogresnog odbacivanja alternativne
hipoteze (ruzicasta zona od motke do kraja desne distribucije). Ove dve greske imaju i svoje
nazive po kojima su prepoznatljive u udzbenicima statistike: to su ,greska laznog alarma” (ili
greska tipa I) i ,greska propustene prilike” (ili greska tipa II).

Nejman-Pirsonov nacin podrazumeva vise promisljanja i donosenja odluka pre istrazivanja i
testiranja. Izmedu ostalog, potrebno je odrediti minimalnu velicinu efekta i verovatnoce za
greske koje se, kako autori sugerisu, odreduju na osnovu velikog broja realnih ponovljenih
testiranja (Perezgonzalez, 2015). Zahtevnost je verovatan razlog Sto ovakav ,pedantniji” pristup
nije istisnuo nacin koji se zasniva na p vrednostima. Medutim, pojedini koncepti proizasli iz
Nejman-Pirsonovog pristupa u zadnje vreme se prepoznaju kao veoma vazni za unapredenje
istrazivackog postupka. Tome je doprinela kriza replikabilnosti, prisutna tokom zadnje decenije
kako u psihologiji tako i u drugim naukama, koja je nastala usled uocene relativno niske
ponovljivosti rezultata u novim istrazivanjima istog fenomena (npr. Cumming, 2014). Jedan od
odgovora na krizu bio je taj da se veca paznja poklanja upotrebi i razvijanju pokazatelja koji
mogu da doprinesu povecanju pouzdanosti, uporedivosti i ponovljivosti rezultata istrazivanja, a
koji su prepoznati u okviru Nejman-Pirsonovog pristupa. Takav pokazatelj je veliCina efekta. On
je, u odnosu na pocetno znacenje koje je imao u Nejman-Pirsonovom modelu, dodatno razvijen
i popularizovan kao pokazatelj izrazenosti razlika ili povezanosti. U njegovoj osnovi je vrednost
test-statistika, no ta vrednost je standardizovana s obzirom na karakteristike uzorka, kao sto su
broj merenja i varijabilnost, zbog Cega je primenjiv u poredenju rezultata razliCitih istrazivanja.
Pored toga, vrste standardnih gresaka i koncepti koji iz njih proizilaze se pokazuju veoma vazni
za razumevanje uslova za postizanje replikabilnosti koji se tiCcu posmatranog fenomena i
karakteristika uzorka. Medu njima je i snaga testa da izbegne gresku ,propustene prilike” i
pokaze efekat ukoliko on postoji.
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Uprkos razlikama, FiSerov i Nejman-Pirsonov pristup imaju istu osnovu: oba se zasnivaju na
frekvencionistickoj pretpostavci o teorijskim uzorackim distribucijama. Shodno tome, oba
govore o verovatno¢i podataka pod hipotezom, a ne o verovatnoci same hipoteze — jer
frekvenciju moze da ima podatak, a ne hipoteza. Zaokret ka drugacijem postupku, usmerenom
na testiranje hipoteza, nudi pristup koji se zasniva na drugacijoj koncepciji verovatnoce. Ovaj
pristup takode u osnovi nema p vrednost, i ilustrovan je na slici 2.8.

2.4.4.2 Bejz ili promena

Pristup statistickom zakljucivanju ilustrovan na slici 2.8 na prvi pogled nalikuje Nejman-
Pirsonovom pristupu po tome sto je takode predstavljen sa dve distribucije. Medutim, on dolazi
iz potpuno drugacijeg ,tonaliteta”. Leva distribucija, koju na$ junak ,zamislja", nije teorijska
distribucija mogudih rezultata, kao $to je slu¢aj u prethodno opisanim frekvencionistickim
reSenjima, niti distribucija podataka dobijenih u aktuelnom istrazivanju. Distribucija odrazava
njegovu licnu pretpostavku, subjektivnu uverenost o verovatno¢i odredenih rezultata pre
dobijanja samih rezultata, koja se zasniva na njegovom prethodnom iskustvu, promisljanju o
fenomenu ili poznavanju rezultata ranijih istrazivanja. U oblik ove distribucije koja prethodi
podacima (lat. prior) utkana je pretpostavka o vrednostima koje bi se dobile pod nultom i
alternativnom hipotezom: visina distribucije u vrednosti 0 predstavlja verovatnocu da efekta u
populaciji nema, dok ukupna povrSina pod distribucijom predstavlja raspored vrednosti pod
alternativnim pretpostavljenim modelom (van Doorn et al.,, 2021). Nas mislilac sa ilustracije je
veoma oprezan u svojoj pretpostavci — on blago favorizuje nultu vrednost u odnosu na ostale
moguce vrednosti parametra, koje su gotovo ujednacenih verovatnoéa. Drugim rec¢ima, njegova
pretpostavka sa sobom nosi prilican stepen neizvesnosti.

Slika 2.8. llustracija distribucija prethodne i naknadne verovatnoce u bejzijanskom zakljucivanju
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U desnoj distribuciji neizvesnost je manja — na njoj postoji izrazeniji ,pik”, odnosno koncentracija
rezultata na odredenoj vrednosti. Vecoj informativnosti doprinelo je znanje o tome Sta govore
podaci iz sprovedenog istrazivanja. U prikazanom primeru podaci pokazuju postojanje efekta,
usled cega je distribucija ,najgusc¢a” u vrednosti vecoj od nule. Zbog toga se promenio i odnos
verovatnoca suparnickih hipoteza u modelu, ,pretezuci” sa nulte na stranu alternativne hipoteze
o efektu odredene velic¢ine. Oblik i poloZaj ove naknadne distribucije (lat. posterior) uslovljeni su
podacima, ali i prethodnom pretpostavkom o verovatnoci hipoteza u modelu. Na primer,
ukoliko je prethodna uverenost na strani postojanja malog, nultog efekta, posterior ¢e takode
pokazati da visoke vrednosti efekta nisu mnogo verovatne, Cak i ako podaci dobijeni u
istrazivanju ukazuju na njih, sugerisuci da je dobijanje vec¢eg efekta samo u jednom konkretnom
istrazivanju od manjeg znacaja. Prethodna pretpostavka utice i na informativnost zakljucka. Kao
u Poperovom falsifikacionizmu, odredenije hipoteze, Cije alternative su malo verovatne, imaju
vecu vrednost za zaklju¢ivanje — rezultovace Siljastijim posterior distribucijama i zaklju¢cima sa
manje neizvesnosti (Marsman & Wagenmakers, 2017). Ukljucivanje prethodne subjektivne
verovatnoCe zagovornici ovog pravca istiCu kao njegovu vrednu prednost, jer ona u proces
statistickog zakljucivanja unosi pretpostavku istrazivaca i ranija znanja o fenomenu kao bitne
elemente nau¢nog saznanja (Kénig & van de Schoot, 2018).

Za razliku od klasi¢nog, frekvencionistickog pristupa, u kojem su podaci manje ili viSe verovatni s
obzirom na pretpostavljenu hipotezu, u opisanom pristupu manje ili vise su verovatne hipoteze o
rezultatima. O njima najpre postoji subjektivha uverenost pre poznavanja podataka, a zatim
uverenost kada su poznati podaci. Ovo je jos jedna prednost koju naglasavaju zagovornici ovog
pristupa, isticu¢i da je znanje o verovatnodi hipoteza, a ne podataka, izvorna, osnovna teznja
istrazivaca (Geegerenzer, 2004). Kako se verovatnoca hipoteza menja zavisno od odredenih
uslova — podataka i prethodne verovatnoce hipoteza, pristup se naziva bejzijanski, po engleskom
statisticaru, filozofu i teologu Tomasa Bejzu (Thomas Bayes, 1701-1761) koji je jos u XVIII veku
objasnio koncept uslovne verovatnoce.

Drugacija logika u odnosu na Siroko zastupljenu frekvencionisticku, potreba da se ulozi trud da
se adekvatno odredi prethodna verovatnoca i veca raCunarska zahtevnost, neke su od
.nelagoda” koje bejzijanski pristup nosi sa sobom (npr. Kadane, 1995 i van de Schoot et al.,
2014), usled kojih je njegova zastupljenost u ukupnom korpusu naucnih istrazivanja i nau¢nog
znanja relativno mala. Ipak, primetan je izvestan porast primene bejzijanskog pristupa u
istrazivanjima, pa i u istrazivanjima psiholoskih fenomena (Jevremov & Paji¢, 2023).

2.5 Posle testiranja ili povratak podacima

Razliciti nacini statistickog zakljucivanja, opisani u prethodnim odeljcima, nude donekle razliCite
verzije odgovora na isto pitanje — da li se odredene grupe entiteta razlikuju. U kontekstu
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ispitivanja razlika u uspesnosti na testu izmedu tri grupe ucenika koji preferiraju razlicite stilove
ucenja, zakljucivanje na osnovu p vrednosti, koje je prikazano u apletu Linija, pokazalo bi da li su
opazene razlike u njihovoj uspesnosti dovoljno velike da odbace pocetnu pretpostavku da
razlike nema. Zakljucivanjem na osnovu Nejman-Pirsonog pristupa donela bi se odluka da li je
na osnovu podataka verovatnije da se ucenici razli¢itog kognitivnog stila razlikuju u uspesnosti
sa odredenim intenzitetom te razlike, ili da se ne razlikuju. Bejzijanski pristup bi pokazao kako
podaci menjaju verovatnoce pretpostavki o razlikama izmedu grupa postavljenih pre testiranja.

No, bez obzira na drugaciji kontekst, odgovor koji nudi svaki od opisanih nacina zakljucivanja
odnosi se na razlike izmedu svih analiziranih grupa zajedno. Kada je grupa vise od dve, kako je u
primeru u apletu, opisani nacini testiranja ne daju odgovor o tome koje razlike izmedu
pojedinacnih grupa se mogu smatrati znacajnim — da li je vizuelni ,tip” ucenika uspesniji od
tekstualnog, vizuelni od kinestetickog, tekstualni od kinestetickog. Da bi se dobio odgovor na
ovo pitanje potrebno je primeniti testiranje kojim bi se ispitale razlike izmedu parova od po dve
grupe. Ovakva testiranja imaju istu logiku kao i F test — i ona stavljaju u odnos medugrupna i
unutargrupna variranja, odnosno razliku izmedu aritmetickih sredina i gresku. Takav princip ima i
t test koji je kolicnik razlike izmedu dve aritmeticke sredine, koja predstavlja medugrupna
variranja, i standardne greske njihovih razlika, koja predstavlja unutargrupna variranja, odnosno
gresku (za podsecanje pogledajte Paji¢, 2020).

Visestruko testiranje, medutim, nosi sa sobom vecu verovatnoc¢u da se kao rezultat testiranja
znacajnom pokaze neka razlika koja to nije, odnosno da se pogre$no oglasi alarm koji signalizira
postojanje efekta. Verovatnoca za gresku ove vrste zavisi od odabranog nivoa znacajnosti,
odnosno proporcije slucajeva u distribuciji pod nultom hipotezom koji se smatraju dovoljno
retkim da se na osnovu njih ova hipoteza moze odbaciti. Ta proporcija je uobicajeno a.=0,05, pri
cemu je verovatnoéa da necemo pogresno odbaciti istinitu nultu hipotezu 1-0,05=0,95.
Medutim, kada se sprovodi vise poredenja, verovatnoca da nece doci do greske je proizvod ovih
verovatnoca u svakom pojedinacnom testiranju. Na primer, kada se sprovode tri poredenja, kao
Sto bi bilo potrebno u primeru u apletu, verovatnoc¢a da testiranja nece rezultovati greskom je
manja i iznosi 0,95°=0,86, dok je rizik da éemo dobiti bar jedan lazno pozitivan rezultat povecan
i iznosi 1-0,86=0,14. Ukoliko bi se nacrt iz apleta prosirio za jos jednu grupu ispitanika, na primer
ukljucivanjem grupe studenata koji preferiraju auditivni nacin ucenja, bilo bi potrebno sprovesti
Sest poredenja. U tom slucaju verovatnoca ishoda testiranja bez greske bila bi jos manja i
iznosila bi 0.95°=0,73, a verovatnoca za gresku u bar jednom testiraju bi se poveéala na ¢ak 1-
0,73=0,27 (Herzog et al., 2019).

Metode frekvencionistickog pristupa za smanjivanje greske ,laznog alarma” pri multiplom
testiranju zasnivaju se na manipulisanju kritichom vrednos¢u koja predstavlja ,prag” koji je
potrebno da vrednost testa dostigne da bi se efekat mogao smatrati znacajnim. U FisSerovom
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pristupu, u kojem se p vrednost odreduje na osnovu proporcije slucajeva pod nultom
hipotezom, slucajevi koji ne idu u prilog nulte hipoteze su jos vise pomereni na desni kraj ,repa”
distribucije, tako da je potrebna jos visa vrednost testa i niza p vrednost da bi razlika bila
interpretirana kao znacdajna (slika 2.6). Na slici 2.7, koja ilustruje Nejman-Pirsonov pristup,
.precka” koja deli zone odluke - koju od hipoteza rezultat podrzava - bila bi pomerena udesno.
U tom slucaju bi bilo potrebno da vrednost testa ,preskoci” jos vecu kriti¢nu vrednost kako bi na
osnovu njega bila odabrana hipoteza alternativna nultoj — ona koja pretpostavlja da postoji
efekat odredene velicine. Ovakva postrozavanja se postizu primenom korekcija u testiranju
parova razlika, medu kojima je Bonferoni korekcija (Bonferroni), kojom se prethodno odredeni
nivo znacajnosti deli brojem poredenja kako bi se smanjio — npr. za tri poredenja
a=0,05/3=0,017 (Herzog et al., 2019). Nesto drugaciji nacin se zasniva na tome da se u testove,
koji se primenjuju nakon testiranja ukupnih razlika, ,ugraduju” postupci kojima se smanjuje
verovatnoca da se proglasi znacajnom razlika koja to nije. | ovi postupci se takode vecinom
zasnivaju na postrozavanju kriti¢nih vrednosti. Testovi se nazivaju post-hoc testovi (od latinskog
znacenja ,posle dogadaja”) i razlikuju se s obzirom na strogost u izbegavanju da pokazu da
razlika postoji ukoliko je u stvarnosti nema i, u suprotnom smeru, snazi da pokazu razliku
ukoliko zaista postoji (Westfall, 1997).

Dok frekvencionisticki pristup poseduje paletu metoda za kontrolu greske pri multiplom
testiranju, metodi kontrole ove greske u bejzijanskoj statistici su tek u razvoju. Kako se
zakljucivanje u bejzijanskoj statistici ne zasniva na p vrednostima i kriticnim vrednostima, ovaj
pristup traga za reSenjima koja odgovaraju njegovoj logici promene uverenja na osnovu
podataka. ReSenja se mahom zasnivaju na tome da se odredi isti odnos prethodnih verovatnoca
za nepostojanje i postojanje efekta za sva poredenja. Jedan od tih nacina u osnovi ima nesto
stariju ideju da se prethodna verovatnoca (da nema razlike) sa vrednosti 0 pomeri na vrednost
0,5, i takvom drzi konstantnom za sva poredenja (de Jong, 2019; Westfall et al., 1997).
~Pomeranje” pozicije prethodne (prior) distribucije donekle bi se moglo uporediti sa korekcijama
koje se primenjuju u frekvencionistickoj statistici, a na slici 2.8 ono bi odgovaralo pomeranju
najucestalijih vrednosti ruziCaste distribucije ka plavoj distribuciji, smanjujuci Sansu podacima da
pokazu promenu.

U problemu multiplog testiranja ogleda se potreba za promisljanjem u izboru statistickih
postupaka i testova, od kojih u mnogome zavisi oblikovanje nau¢nog znanja. Kako navode
Kucuk i saradnici (2016, p. 346), statistika je gramatika nauke. Njeno ispravno koriscenje
omogucava da jezikom nauke govorimo gramaticki ispravno.
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2.6 Razigrane linije ili (ne)homogenost varijansi

U prethodnim vezbama i zadacima linije greske prikazane na linijskom grafiku su bile jednakih, ili
priblizno jednakih duzina za srednje vrednosti svih grupa. Tako predstavljeni podaci pokazuju da
su merenja sprovedena na posmatranim grupama ujednacenih varijabilnosti, odnosno da su
njihove varijanse homogene. Na primer, ujednacene varijanse grupa ¢e biti predstavljene na
grafiku u apletu Linija gde su aritmeticke sredine grupa Mai=17, Ma>2=14 i Ma3=15, njihove
velicine jednake i iznose Na=Ng=Nc=50, pri ¢emu su i standardne devijacije grupa jednake i
iznose sa1=sa>=sa3=6. Pri ovakvim podacima veli¢ine medugrupnih i unutargrupnih varijansi bi
iznosile MSp=114,00 i MS,=36,73, a testiranje razlika bi rezultovalo (pribliznim) vrednostima
Fe147=3,10 i p=0,05. Oslanjajudi se na nivo znacajnosti a=0,05, rezultat bi bio tik ,uz granicu”
odluke da se tri grupe ucenika koje karakterisu razliciti stilovi uenja ne razlikuju s obzirom na
uspesnost na testu.

Vezba 2.4. Linije greske razlicitih duzina u apletu Linija

Postavite grafik tako da su aritmeticke sredine grupa Mai1=17, Ma2=14 { Ma3=15 i da su njihove
velicine jednake i iznose Na=Ng=Nc=50, kao u opisanom primeru. Neka su standardne devijacije u
grupama A1 ( A2 jednake i neka iznose sa1=sa2=6, a u grupi A3 smanjite standardnu devijaciju na
sa3=2, a zatim je povecavajte do sa3=10. Posmatrajte kako promena varijabilnosti rezultata
merenja u jednoj od grupa utice na rezultate testiranja.

Grafici koji bi se dobili pri ovakvim zadatim vrednostima izgledali bi priblizno kao na slikama
2.9ai2.9b.

20 204

16+ 16+ c\/
144 144

P e ~ A1 e 8
Slika 2.9a. Smanjena varijabilnost Slika 2.9b. Povecana varijabilnost
u jednoj od grupa u jednoj od grupa

Smanjenjem variranja u jednoj od grupa smanjuje se ukupna unutargrupna varijansa, usled cega
vrednost F testa raste, dok se p vrednost smanjuje. U slucaju kada je sas=2, dobijaju se vrednosti
F147=5,25 1 p=0,01, uz MSp=114, i MS,=21,60. lako se prosecne vrednosti postignuéa ucenika
nisu promenile, rezultat sada ,preteze” ka zakljucku da se grupe razlikuju po uspesnosti.
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Povecanjem variranja u jednoj od grupa povelava se ukupna unutargrupna varijansa, te se
vrednost F testa smanjuje, dok se p vrednost povecava. U slucaju kada je sa3=10, rezultati
testiranja su priblizno Fp4n=1,41 i p=0,25, uz MS,= 114,00 i vrednost MS,=80,65. Rezultat sada
Jpreteze” ka zakljucku da se grupe ne razlikuju u uspesnosti.

Primer iz vezbe 2.4 pokazuje da nehomogenost varijansi grupa deluje slicno kao aberantni
rezultat na aritmeticku sredinu, pomeraju¢i njenu vrednost ka visoj ili nizoj. Drugacija
varijabilnost rezultata merenja u jednoj od grupa moze da dovede do drugacijeg ishoda
testiranja, koji vise nije pouzdan. Otuda je preporucljivo pre primene analize varijanse utvrditi da
li su varijanse grupa homogene. Uvid u ovo se moze stedi vizuelno, na osnovu linija greske, kao
u opisanoj vezbi. No, ujednacenost varijansi grupa se moze proveriti i statisticki testom, a ideju
za takav test predlozio je americki statisticar i geneti¢ar Hauard Levin (Howard Levene, 1914—
2003) u radu objavljenom 1960. godine (Levene, 1960). Njegova ideja se sastojala u tome da je
test homogenosti varijansi u osnovi F test, kojim bi se takode testirale razlike izmedu grupa, ali u
odnosu na veliCine variranja oko njihovih aritmetickih sredina. U tom slucaju bi vrednosti na
zavisnoj varijabli bile apsolutna odstupanja svakog rezultata od aritmeticke sredine njegove
grupe. Kasnije su od strane drugih autora razvijani predlozi za izvesne izmene testa kako bi se
povecala njegova otpornost na odstupanja od normalnosti distribucija ili nejednake veli¢ine
grupa, no originalan Levenov test je i dalje aktuelan, o ¢emu svedodi i podatak da je njegov rad
iz 1960. godine i nakon 60 godina visoko citiran (Gastwirth et al., 2009).

U slucaju da vizuelna inspekcija i test pokazu da varijanse grupa znacajno odstupaju od
pretpostavljene homogenosti, moguce je da primena analize varijanse za ispitivanje razlika
izmedu njihovih aritmetickih sredina ne bi dala pouzdane rezultate. Pouzdaniji ,igraci” u tom
slucaju su testovi koji se ne zasnivaju na pretpostavci da se u populaciji podaci distribuiraju po
pravilima normalne distribucije, a koji se naj¢eSce sprovode nad podacima razvrstanim u
kategorije ili rangiranim. Takvi testovi su donekle manje senzitivni za suptilne razlike izmedu
pojedinacnih ispitanika ili grupa, ali i robusniji na odstupanja distribucija od normalnosti i
njihove neujednacenosti. Neki od testova iz ovog repertoara su prosireni medijan test ili Kruskal-
Valisov (Kruskal-Wallis) test (Chan & Walmsley, 1997).

Osim primene testova drugacije vrste, mogli bismo se zamisliti i o uzrocima nehomogenosti
varijansi. Razlicita distribucija odgovora u jednoj ili nekolicini grupa u odnosu na druge grupe
moze da bude posledica uticaja drugih varijabli koje u istraZivanju nisu uzete u obzir, a u odnosu
na koje posmatrane grupe nisu ujednacene. U primeru sa uspesnoscu i razlicitim stilovima
ucenja, uniformnije ili rasprsenije tacno odgovaranje ucenika moze da bude posledica metoda
kojim je grupa poducavana. Moguce je da su ucenici iz grupe u kojoj su rezultati relativno slicni
ucili na isti nacin, iz istih materijala i uz iste instrukcije. Sa druge strane, moguce je da su ucenici
iz grupa u kojima je varijabilnost odgovora veca ucili iz razliCitih materijala, na razliite nacine, uz
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razliita uputstva. U tom slucaju se ne moze znati da li rezultat testiranja govori o razlikama u
uspesnosti koje su posledica razliCitih stilova ucenja, ili pak nekih drugih varijabli. Ukljucivanje
dodatnih varijabli u analizu moglo bi da rasvetli odnos izmedu grupne pripadnosti i merenog
svojstva na nov nacin. Pritom bi vizuelni prikaz ovakvog odnosa bio donekle slozeniji.

2.7 Linije u drustvu ili ANOVA u viSe smerova

2.7.1 ViSe nezavisnih varijabli

Ukljucivanjem joS jedne nezavisne varijable u analizu varijanse moguce je ispitati uticaje na
zavisnu varijablu koji proisticu iz dva smera, te se ovakva analiza varijanse naziva dvosmerna
(engl. two-way) — za razliku od analize u kojoj se ispituje uticaj samo jedne nezavisne varijable na
zavisnu i koja se naziva jednosmerna (engl. one-way). Linijski grafik u kome je prikazano dejstvo
dve nezavisne varijable na zavisnu mozete pogledati odabirom opcije dvosmerna ANOVA u
desnom uglu apleta Linija.

Slicno kao na grafiku na kojem su predstavljeni rezultati analizirani jednosmernom analizom
varijanse, na ovom grafiku su na y-osi predstavljeni skorovi na mernoj zavisnoj varijabli — na
primer, skorovi na testu znanja iz statistike. Podeoci na x-osi su kategorije jedne nezavisne
varijable, odnosno nivoi jednog od dva faktora. U prethodnim primerima, u kojima je opisivana
jednosmerna analiza varijanse, ispitivan je uticaj faktora stila ucenja (A) sa nivoima stil ¢itanja-
pisanja (A1), kinesteticki stil (A2) i vizuelni stil (A3).

Ono Sto ovaj grafik razlikuje od grafika na kojem su prikazani podaci analizirani jednosmernom
analizom varijanse, jesu dve linije umesto jedne. Linijama su predstavljeni nivoi drugog faktora u
analizi, koji se, analogno oznaci prvog faktora, moze oznaciti slovom B. Na primer, neka je drugi
faktor vrsta materijala koji su ucenici koristili pri savladivanju gradiva iz statistike: standardni
udzbenik sa tekstom i staticnim graficima (zelena linija B1) ili udzbenik u kome je naglasak na
vizuelnim apletima kojima student moze samostalno da manipuliSe menjajuci podatke i izglede
grafika (narandzasta linija B2). Pritom, u svakoj od grupa koju karakterise odredeni kognitivni stil
jedan deo ucenika je koristio standardni, a drugi deo vizuelno orijentisani udzbenik. Time su
ucenici u grupe razvrstani s obzirom na tri stila i dva materijala za ucenje, tako da je grupa
ukupno sest:

A1B1 — grupa koju karakterise stil uCenja citanjem-pisanjem, a koja je ucila koristeci standardni
udzbenik

A2B1 — grupa koju karakterise kinesteticki stil ucenja, a koja je ucila koriste¢i standardni
udzbenik
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A3B1 - grupa koju karakterise vizuelni stil ucenja, a koja je ucila koristeci standardni udzbenik

A1B2 - grupa koju karakterise stil uCenja citanjem-pisanjem, a koja je ucila koriste¢i udzbenik sa
vizualizacijom

A2B2 - grupa koju karakterise kinesteticki stil ucenja, a koja je ucila koriste¢i udzbenik sa
vizualizacijom

A3B2 — grupa koju karakteriSe vizuelni stil ucenja, a koja je ucila koriste¢i udzbenik sa
vizualizacijom

Sema rasporeda u grupe je predstavljena u tabeli 2.1, u kojoj su u redovima prikazani nivoi
faktora B, a u kolonama nivoi faktora A. U ¢elijama tabele predstavljene su predlozene vrednosti
aritmetickih sredina grupa, nastalih kombinacijom nivoa faktora, dok su u celijama na
marginama tabele vrednosti aritmetickih sredina pojedinacnih nivoa faktora (Ma i Mg), racunate
za podatke u kojima je broj ispitanika u svim grupama i nivoima jednak.

Tabela 2.1

Faktori, nivoi faktora i aritmeticke sredine

STIL UCENJA (A)

Citanje-pisanje  kinesteticki vizuelni Ms
(A1) (A2) (A3)
MFTOD standardni (B1) MA1B1=17,0 MA231=12,0 MA3B1=14,0 MB1=14,3
UCENJA
(B) vizualizacija (BZ) MA231=13,0 MA232=18,0 MA332=17,0 MB1=16,0
Ma Ma1=15,0 Ma2=15,0 Maz=15,5

Vezba 2.5. Konstruisanje grafika sa dve linije u apletu Linija

Pomeranjem kruzica-tacaka na grafiku postavite aritmeticke sredine grupa tako da odgovaraju
vrednostima u tabeli 2.1. Postavite velicine i varijabilnosti grupa tako da su jednake i iznose

priblizno Nais1=Naz81=Na3s1=Na182=Na2s2=Na3s2=T100 i Sa181=5a281=54381=SA182=5A282=5A382=0.
Interpretirajte odnos izmedu varijabli prikazan na grafiku.

Dobijeni grafik bi priblizno izgledao kao na slici 2.10.
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Slika 2.70. Uticaj dve nezavisne varijable na zavisnu — primer podataka iz tabele 2.1

Odnos izmedu varijabli prikazan linijjama na prvi pogled deluje ponesto slozen. Ono Sto prvo
privlaCi paznju na grafiku jeste to da se linije presecaju, Sto upucuje na ,unakrsno” delovanje
nezavisnih varijabli: uCenici koji se sluze istim stilom ucenja razlikuju se s obzirom na uspesnost,
zavisno od metoda ucenja koji su koristili. U ovom primeru je pretpostavljeno da su ucenici koji
preferiraju stil Citanja-pisanja i koji su ucili iz standardnog udzbenika uspesniji od ucenika koje
karakterise isti stil u¢enja, a koji su ucili iz vizuelno bogatijeg i zahtevnijeg udzbenika. Sa druge
strane, medu ucenicima koje karakterise kinesteticki i vizuelni stil bili su uspesniji oni koji su
gradivo usvajali uz vizuelne aplete. Ovakav rezultat bi odgovarao pretpostavci o kongruentnosti
stila i metoda ucenja (npr. Murphy et al,, 2004). Vizuelno bogatiji udzbenik obiluje sadrzajima
koji upravo odgovaraju onim ucenicima koji znanje sticu i zadrzavaju koristeci vizualizaciju.
Takode, zbog mogucnosti interaktivnog delovanja takav udzbenik vise odgovara i kinesteticki
usmerenim ucenicima, kojima se znanja bolje utiskuju ukoliko imaju moguénost za prakti¢ne
aktivnosti. Sa druge strane, moguce je da bi standardni udZbenik nesto vise odgovarao
ucenicima koji se dominantno oslanjaju na Citanje teksta i zapisivanje beleski.

Pored udruzenog delovanja nezavisnih varijabli, grafik otkriva kakvo je njihovo samostalno
delovanje na zavisnu varijablu. Takvo delovanje se mozZe uociti na osnovu razlika izmedu
modaliteta jedne nezavisne promenljive (A1, A2 i A3), i odvojeno od njih, na osnovu razlika
izmedu modaliteta druge nezavisne promenljive (B1 i B2). Ukoliko se zanemari podatak o
koriS¢enom materijalu, rezultati ucenika koje karakterisu razliciti stilovi ucenja se ne razlikuju
mnogo — sve tri grupe su u proseku osvojile priblizno 15 bodova. Na grafiku bi kruzici, koji bi
predstavljali aritmeticke sredine grupa sa razlicitim stilom ucenja, bili pozicionirani izmedu
kruzica koji predstavljaju aritmeticke sredine njihovih podgrupa — one koja je ucila na standardni
nacin (B1) i one koja je ucila uz vizualizaciju (B2). Takvi kruzici bi za sva tri stila bili na priblizno
istoj visini, postavljeni u gotovo horizontalnoj liniji. Ovakav rezultat bi odgovarao prethodnim
nalazima o nepovezanosti stila uCenja i uspeha u statistici (Rautopuro & Vaisanen, 2003). Sa

44



druge strane, ukoliko se zanemare stilovi ucenja, ucenici koji su koristili udzbenik bogatiji
vizualizacijom, postigli su vise skorove u odnosu na one koji su koristili standardni udzbenik.
Ovo se, osim na osnovu vrednosti aritmetickih sredina, moze videti i na osnovu viseg prosecnog
nivoa linije B2 u odnosu na B1. Cak je i grupa koju karakterie stil ¢itanja-pisanja, manje uspesna
uz koris¢enje vizualizacije, uz vizuelni materijal postigla bolji rezultat nego Sto su grupe sa
drugadijim stilom ucenja uz standardni udzbenik. Ovaj pretpostavljeni rezultat odrazava veru
autora u vrednost vizuelnih materijala u nastavi statistike.

Kao na grafiku kojim se prikazuju rezultati jednosmerne analize varijanse, i na ovom grafiku su
prikazane linije greske, namenjene predstavljanju variranja u rezultatima koja nisu posledica
dejstva nezavisnih varijabli nego individualnih razlika ispitanika unutar grupa, a koja se tretiraju
kao greska u proceni aritmetickih sredina. Kao u primeru sa jednom nezavisnom varijablom, i na
ovom grafiku njihovo produzenje ili skracivanje dovodi do toga da razlike izmedu aritmetickih
sredina postanu manje ili viSe izrazene. Kako su u ovom primeru standardne devijacije i broj
merenja jednaki za sve grupe, i linije greske su jednake duzine. Kao u jednosmernoj analizi
varijanse, veli¢ina unutargrupnih variranja se numericki moze izraziti unutargrupnom varijansom,
kao suma kvadriranih odstupanja pojedinacnih rezultata od aritmetic¢ke sredine njihovih grupa,
pri ¢emu grupa ima onoliko koliko je razli¢itih kombinacija nivoa merenja nezavisnih varijabli,
odnosno koliko ima kruzi¢a na grafiku — u ovom primeru Sest. Formulom izrazena vrednost
unutargrupnih variranja je:

XX —My)?* _SS,,
N-—jk  df,

varijansa unutar grupa = MS,,

- gde su M, — aritmeticke sredine grupa nastalih kombinacijom nivoa nezavisnih promenljivih, N
— ukupan broj ispitanika, j — broj nivoa nezavisne promenljive A, k — broj nivoa nezavisne
promenljive B. Oznake SS, df i MS imaju identi¢no znacenje kao kod jednosmerne analize
varijanse — sume kvadrata, stepeni slobode i srednji kvadrat.

Stavljanjem u odnos unutargrupne varijanse sa medugrupnim variranjima pokazuje se koliki je
efekat nezavisne promenljive na zavisnu. Medutim, dve nezavisne varijable u analizi proizvode
ne jedan, nego tri moguca efekta medugrupnih variranja. Na te efekte su ukazali rezultati
predstavljeni u pocetnom grafiku.
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2.7.2 Putanje 1 susretanja

2.7.2.1 Jedan smer

Efekat stila ucenja koji ovaj faktor ostvaruje nezavisno od materijala za ucenje je njegov glavni
efekat (engl. main effect). Kako je faktor u ovom primeru oznacen slovom A, mozZe se nazvati
glavni efekat faktora A. Ispoljava se u razlikama u rezultatima na zavisnoj varijabli izmedu nivoa
ovog faktora, te ¢e biti to izrazeniji sto su vece razlike u visini nivoa A1, A2 i A3, a krace linije
greske, odnosno sto je veca razlika izmedu aritmetickih sredina nivoa faktora A i manja
unutargrupna varijansa.

2.7.2.2 Drugi smer

Glavni efekat faktora materijala za ucenje je onaj koji ovaj faktor ostvaruje nezavisno od faktora
stila ucenja. Ispoljava se u razlikama izmedu nivoa faktora oznacenog slovom B, te se moze
nazvati glavni efekat faktora B. Razmaknutije tj. odvojenije linije B1 i B2 i krace linije greske
pokazivace vedi efekat, sto Ce biti praceno vecom razlikom izmedu aritmetic¢kih sredina nivoa
faktora B i manjim unutargrupnim variranjima.

2.7.2.3 Raskrsnica

Efekat koji faktori stila ucenja i materijala za u¢enje ostvaruju udruzenim delovanjem ispoljava se
u variranjima izmedu aritmetic¢kih sredina grupa nastalih kombinovanjem nivoa faktora A i B.
Takva variranja pokazuju da se efekat jedne nezavisne varijable menja zavisno od nivoa druge
nezavisne varijable, te da je delovanje nezavisnih varijabli uzajamno, unakrsno ili interaktivno,
zbog Cega se ovaj efekat naziva interaktivni efekat faktora A i B (engl. interaction effect), i
oznacava sa AxB. Efekat Ce biti to izraZeniji Sto su manje razlike izmedu aritmetickih sredina
unutar nivoa pojedinacnih faktora A i B, a $to su vece razlike izmedu aritmetickih sredina
kombinacija nivoa faktora A i B. Graficki, interaktivni efekat je predstavljen linijama koje su
ukrstene, presecaju se.

Dok se glavni efekti mogu registrovati i analizama u koje je ukljucen samo jedan faktor, efekat
interakcije je ekskluzivnost analize u koju je ukljuceno vise faktora. Variranja u rezultatima koja
se mogu pripisati interaktivnim dejstvu faktora su ona koja se ne mogu objasniti njihovim
glavnim dejstvima. Ovu logiku sadrzi u sebi i formula za F test za interaktivni efekat kada se
racuna u slucaju balansiranih nacrta istrazivanja, kada je broj ispitanika u svim kombinacijama
nivoa nezavisnih promenljivih jednak:
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SSAXB SSb - SSA - SSB
_ MSaxs _ dfaxp _ =Dk —-1)

F =
AXB ™ Ms,, ~ MS, MS,,

— pri ¢emu su SS, odstupanja aritmetickih sredina kombinovanih nivoa nezavisnih promenjivih
(Mg) od zajednicke aritmeticke sredine (M:), a b u indeksu je oznaka za izmedu grupa (between
groups):

sS, = z n(M, — M, )’

Izraz (r-1)(k-1), proizvod broja nivoa nezavisnih promenljivih umanjenih za jedan, predstavlja
broj stepeni slobode kojim se dele variranja objasnjena interaktivnim efektom.

2.7.3 1, 11, IIL... kako varijansu razlazes ti?

Dva glavna efekta, jedan efekat interakcije i nesistematska variranja ,sastojci” su analize koja ima
za cilj rasclanjavanje ukupne varijanse rezultata sa ciliem da se objasni uticaj dve nezavisne
varijable na zavisnu. Recnikom analize varijanse, variranja u rezultatima, izrazena sumama
kvadrata, Cine Cetiri komponente:

- SSa —variranja koja se mogu objasniti glavnim dejstvom faktora A

- SSg—variranja koja se mogu objasniti glavnim dejstvom faktora B

- SSaw — variranja koja se mogu objasniti interaktivnim dejstvom faktora Ai B
- SSyreska— Nesistematska variranja.

Jedan veoma pojednostavljen nacdin da se predstave izvori variranja u podacima je kruzni

l

dijagram na slici 2.11.

Slika 2.71. Sume kvadrata u dvosmernoj analizi varijanse: jednaki udeli



U primeru na slici 2.11 svakoj od suma kvadrata pripisana je po Cetvrtina variranja tako da su
komponente jednakih veli¢cina. Medutim, treba imati na umu da rezultati stvarnih istrazivanja
najcesce pokazuju razliciti udeo pojedinih faktora u ukupnim variranjima. U prikazanom primeru
u vezbi 2.5 najveci udeo u ukupnim variranjima imali bi interakcija faktora AxB i faktor B. Takode,
ilustracija pretpostavlja da su, kao u jednosmernoj analizi varijanse, ukupna variranja u
potpunosti iscrpljena njenim delovima — $to u analizi sa viSe nezavisnih promenljivih ponekad
nije slucaj.

Deo variranja koji Cini greSka moze se predstaviti odstupanjima pojedinacnih rezultata od
aritmetickih sredina grupa kojima pripadaju, kao sto je pokazano formulom u odeljku 2.7.1. Deo
variranja koji Cini interakciju mozZe se predstaviti razlikama izmedu aritmetic¢kih sredina grupa
nastalih kombinovanjem nivoa nezavisnih promenljivih, pri ¢emu su to one razlike koje se ne
mogu objasniti glavnim efektima. Ova variranja su, za slucaj balansiranih nacrta, prikazana
formulom u odeljku 2.7.2.3. Variranja koja se mogu pripisati glavnim efektima slede logiku
jednosmerne analize varijanse: to su variranja izmedu aritmetickih sredina nivoa pojedinacnih
faktora (npr. Ms: i Msz2). Medutim, zavisno od toga koji efekti su ukljuceni u analizu i kojim
redosledom, postoje razliciti nacini da se preraspodeli varijansa koja se moze pripisati glavnim
efektima. Ovi razli¢iti nacini mogu da daju donekle razlicite rezultate kada su nacrti istrazivanja
nebalansirani, odnosno kada broj ispitanika u svim kombinacijama nivoa nezavisnih promenljivih
nije jednak.

Pocev od 1930-ih godina i Franka Jejtsa (Frank Yates, 1902-1994), FiSerovog mladeg saradnika
na Rotamsted institutu, predlagani su razli¢iti metodi da se izracunaju sume kvadrata glavnih
efekata. Razli¢iti autori su za srodne metode koristili razlicite nazive, medu kojima se kao najcesdi
ustalio naziv tipovi suma kvadrata uz oznaku rimskim brojevima /, /l... (Smith & Cribbie, 2014).
Logika nekoliko najcesée koris¢enih tipova suma kvadrata ilustrovana je na slici 2.12.

| @ & ™[ 4 - n[jm a - n
: @ € 5P * HP*,
AxB .',:‘ ._,:‘ .-,:‘

Slika 2.12. llustracija razlicitih tipova suma kvadrata (lll, 11'i 1)
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Na ilustraciji su, krugovima i njihovim iseCcima, predstavljeni izvori varijacija u podacima. Prikaz
ukljucuje izvesna pojednostavljenja kako bi se postigla veéa jasnoca i preglednost. Kao na slici
2.11, pun krug predstavlja ukupna variranja, a izvori variranja zauzimaju jednak udeo u njemu -
po Cetvrtina za efekat A, efekat B i interakciju AxB. Cetvrta Cetvrtina je varijansa greske, ¢ije
mesto je u gornjem levom uglu.

llustracije tipova suma kvadrata na slici 2.12 donekle slede logiku zadataka iz jednostavnog
figuralnog testa, u kojima je odnos izmedu prve dve figure ,minus”, a reSenje je razlika u
oblicima dve figure. Na primer, u tipu sume kvadrata oznacene sa Ill, od punog kruga se
oduzima krug iz koga je ,isecen” jedan efekat, a njihova razlika je iseceni deo kruga koji upravo
taj efekat predstavlja. U prvom redu, oznacenom sa A, od punog kruga oduzima se krug iz koga
je ise¢eno mesto na kome se nalazi efekat faktora A, a rezultat je isecak koji odgovara poziciji
faktora A — gornja desna cCetvrtina kruga. llustracija pokazuje da su, u svetlu ovog tipa sume
kvadrata, variranja koja se mogu objasniti faktorom A ona koja predstavljaju razliku izmedu
ukupnih variranja i preostalih variranja kada se faktor A izostavi. | ostali efekti, B i AxB, racunaju
se na slican nacin, u svetlu svih drugih efekata, tako da je umanjenik za sva tri efekta pun krug,
dok se iseCci umanijitelja i razlike ,rotiraju” u smeru kretanja kazaljke na satu, od pozicije faktora
A do interakcije.

Elegantan i lako razumljiv, ovaj nacin racunanja suma kvadrata je veoma cest, i u statistickim
programima neretko odabran kao unapred zadat. Ukljucenje interakcije u racun svakog od
glavnih efekata donosi mu izvesne specificnosti. Prvo, u ovom metodu kombinovanje nivoa
faktora, karakteristicno za interakciju, ima uticaj i na logiku procene glavnih efekata. Velicine
variranja izmedu nivoa pojedinacnih faktora, koja se dobijaju ovim postupkom, u velikoj meri su
slicna onima koja bi se dobila na osnovu variranja marginalnih aritmetickih sredina dobijenih kao
prosek aritmetickih sredina kombinacija nivoa faktora, pri ¢emu nije uzet u obzir razlicit broj
ispitanika u pojedinacnim kombinacijama (Smith & Cribbie, 2014). Takvim postupkom vece
grupe nisu u prednosti da vise uti¢u na rezultat, te bi se ovaj metod mogao smatrati nesto
pogodnijim za nacrte u kojima se podrazumeva balansiran odnos u velicinama grupa u
populaciji, uprkos tome sto takav odnos nije odslikan u uzorku na kome se analiza sprovodi.
Drugo, procena velicine svakog od efekata na osnovu velicina ostalih mogucih efekata daje
razlicitim efektima jednak nivo vaznosti pri interpretaciji. Ovaj metod racunanja suma kvadrata
primenjen je u apletu.

Tipovi suma kvadrata | i Il racunaju interakciju na isti nacin kao tip lll, na Sta ukazuje isti obrazac
odnosa izmedu oblika u redu oznacenom sa AxB — od ukupnih variranja izuzimaju se sva ostala
variranja osim onih koja se mogu objasniti jedino interakcijom. Medutim, za razliku od tipa lll,
tipovi | i Il pri racunu glavnih efekata ne uzimaju u obzir variranja objasnjena interakcijom.
Dodatna razlika je da oba tipa podrazumevaju to da se variranja izmedu nivoa faktora
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procenjuju tako da uzimaju u obzir velicine podgrupa. Otuda Ce, u slu¢aju nebalansiranih nacrta,
grupe sa ve¢im brojem ispitanika imati veci uticaj na rezultate (Smith & Cribbie, 2014). Zbog
toga njihova primena u ovakvim slucajevima zahteva oprez pri interpretaciji i promisljanje da li
obrazac ucestalosti slucajeva u uzorku odrazava stanje u populaciji.

Primena tipa Il sume kvadrata na racun glavnih efekata ilustrovana je na sledeci nacin. Na mestu
umanjenika nalazi se nepotpun krug, iz koga je isklju¢en deo koji se odnosi na interakciju. Od
variranja koja takav krug predstavlja, a to su ona koja produkuju efekat A, efekat B i gresku,
oduzimaju se ona variranja koja produkuju efekat B i gresku, da bi se pokazalo kolika su
variranja koja izaziva faktor A. Ista logika vazi za racun faktora B — i on se posmatra samo u
svetlu faktora A i greske. Drugim recima, glavni efekti se ,prilagodavaju” jedan drugom, a ne
moguce postoje¢em efektu interakcije. Iskljucujudi interakciju iz racuna glavnih efekata, ovaj
metod ima potencijalno vecu snagu da pokaze da su glavni efekti znacajni, Sto moze da stvori
razliku u odnosu na rezultate dobijene tip Il metodom (Langsrud, 2003). Pored toga, ovaj nacin
saobrazan je principu marginalnosti, po kome su glavni efekti marginalni, sto znaci da su nizeg
reda u odnosu na efekat interakcije, i da bi se trebalo posvetiti njihovoj interpretaciji tek ukoliko
interakcija nije znacajna (Heathcote & Matzke, 2021). U tom svetlu, ovaj metod je opravdaniji u
odnosu na tip Il onda kada se prethodno pokaze ili pretpostavi da efekta interakcije nema ili da
nije od znacaja za interpretaciju rezultata istrazivanja.

Tip | sume kvadrata objasnjava ukupnu varijansu ,korak po korak”. U prvom koraku testira se
glavni efekat faktora A samo u odnosu na gresku, kao da je u pitanju racun jednosmerne analize
varijanse. U slede¢em koraku testira se glavni efekat faktora B u odnosu na gresku i faktor A, da
bi se pokazalo koliki je ostatak od variranja neobjasnjen faktorom A — kao Sto je slucaj u tipu Il
U svakom narednom koraku i umanjenik i umanjilac se Sire za Cetvrtinu, ukupna varijansa se
objasnjava sa sve vise dodatih efekata, te se ovaj metod naziva jo$ i sekvencijalni. Pritom, prvi
uvedeni faktor ima mogucnost da objasni najvise varijanse, jer ¢e njemu biti pripisana varijansa
koju zajedno sa njim objasnjava i drugouvedeni faktor. Drugouvedenom faktoru je udeo u
ukupnoj varijansi time donekle redukovan. Usled toga ovaj metod moze da pokaze razlicite
vrednosti efekata faktora A i B, zavisno od toga kojim redom su ukljuceni u analizu. Ovo je
potencijalni nedostatak ovog metoda, ali i prednost kada je cilj analize procena koji faktor je
najuticajniji nezavisno od ostalih, ili kada je cilj analize eksploracija podataka variranjem
redosleda uvodenja faktora. Pored toga, jedino ovaj tip sume kvadrata proizvodi sume za glavne
faktore, njihovu interakciju i gresku, Ciji zbir je jednak ukupnoj sumi kvadrata. S obzirom na to,
ilustracija na slici 2.12, u kojoj su ukupna variranja u potpunosti iscrpljena njenim delovima,
tacno oslikava jednino ovaj tip sume kvadrata.
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Pored ova tri postoji joS metoda za racun suma kvadrata, koji su usmereni na reSavanje
problema nedostajucih podataka (tipovi IV i V) i/ili testiranja specificno formulisanih hipoteza
(tipovi Vi VI).

2.7.4 RazlicCite putanje

U apletu Linija za dvosmernu analizu varijanse, u tabeli desno, u koloni oznacenoj sa SS,
prikazane su vrednosti suma kvadrata za svaki od Cetiri izvora variranja — glavni efekat faktora A,
glavni efekat faktora B, interaktivni efekat faktora AxB i gresku. Kao u jednosmernoj analizi
varijanse, njihovim deljenjem stepenima slobode (kolona df) dobijaju se vrednosti srednjih
kvadrata, odnosno varijansi (kolona MS). Deljenjem varijansi efekata koji poticu od nezavisnih
promenljivih (A, B i AxB) sa varijansom greske, dobijaju se vrednosti F koli¢nici (kolona F). F
vrednosti i stepeni slobode odreduju p vrednosti (kolona p), koje ukazuju na znacajnost efekata.

U primeru iz vezbe 2.5 znacajna su dva od tri moguca efekta: efekat interakcije stila i metoda
ucenja (AxB) i glavni efekat metoda ucenja (B).

Vezba 2.6. ,Konstrukcija” razlicitih efekata u apletu Linija

Menjanjem pozicija aritmetickih sredina na grafiku predstavite rezultat koji bi pokazivao:
a) samo interaktivni efekat

b) oba glavna efekta

¢) samo glavni efekat A

d) samo glavni efekat B

e) da nijedan sistematski efekat nije znacajan

Proverite ispravnost reSenja na osnovu visine F testova i p vrednosti.

Predstavljanje efekata u zadacima od a) do e) donekle podse¢a na pomeranje linija dok se ,ne
razmrse”.

a) samo interaktivni efekat

Interaktivni efekat faktora A i B graficki se mozZe predstaviti linjjama koje se relativno ,pravilno”
ukrstaju. Da bi se pokazao samo interaktivni bez glavnih efekata, grafik iz vezbe 2.5 je potrebno
donekle modifikovati tako da se ,eliminiSe” glavni efekat materijala iz kog se uci (B), na primer
tako Sto ¢e se u grupi Ciji je stil ucenja kinesteticki, postignu¢e smanijiti uz udzbenik sa
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vizualizacijom (A2B2), a povecati uz standardni udzbenik (A2B1). Jedan od mogudih rezultata
prikazan je na slici 2.13.

204 B1

10+ T T T
Al A2 A3

Slika 2.13. Interaktivni efekat faktora A i B

U predloZzenom primeru aritmeticke sredine kombinacije nivoa faktora imaju vrednosti:

B1 B2
Al Ma11=18 Ma1g2=12
A2 Mazs1=15 Mazg2=15
A3 Mazg1=12 Mazg2=18

U primeru se aritmeticke sredine nivoa faktora ne razlikuju i iznose Mai=Ma=Ma3=15 i
Mg1=Mg>=15. Ovakav rezultat pokazuje da se sva variranja na zavisnoj varijabli mogu objasniti
isklju¢ivo interaktivnim delovanjem nezavisnih varijabli. Pritom, jedna nezavisna varijabla deluje
razlicito na nivoe druge nezavisne varijable — predlozeni rezultat pokazuje da vizuelni materijal za
ucenje povecava postignuce na testu kod studenata koji preferiraju vizuelni stil ucenja (A3B2),
dok postignuce studenata koji preferiraju stil Citanja-pisanja smanjuje (A1B2). Sa druge strane,
standardni udzbenik povecava postignuce studenata sa stilom Citanja-pisanja (A1B1), a smanjuje
ga kod onih sa vizuelnim stilom (A3B1). Ovakvom grafiku ¢e odgovarati rezultat u tabeli u apletu
— da visoku F vrednost i nisku p vrednost ima jedino interaktivni efekat.

b) oba glavna efekta bez interakcije

Da bi se graficki predstavio rezultat u kome ne postoji interakcija, a znacajna su oba glavna
efekta, linije je potrebno postaviti tako da se ne ukrstaju, da su razlicitih visina na nivoima A1, A2
i A3, i da su linije B1 i B2 razdvojene. Jedan mogudi rezultat predstavljen je na grafiku na slici
2.14, na kojem su linije kose i paralelne.
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Slika 2.14. Glavni efekti Ai B

Ovakav grafik pokazivace aritmeticke sredine kombinacija nivoa faktora koje imaju vrednosti:

B1 B2
Al Mag1=12 Maig2=14
A2 Mazs1=15 Mazp2=17
A3 Mazp1=18 Mazg2=20

Aritmeticke sredine u primeru su takve da se vrednosti nivoa faktora A medusobno razlikuju, a
da se medusobno razlikuju i vrednosti nivoa faktora B. Ovakav pretpostavljeni rezultat pokazuje
da su najuspesniji na testu bili studenti koji primenjuju vizuelne tehnike ucenja (A3), zatim oni
koji imaju kinesteticki stil uenja (A2), a da su najmanje uspesni oni sa stilom citanja-pisanja (A1).
No, bez obzira na stil ucenja, svi studenti koji su koristili vizuelno bogat udzbenik (B2), bili su
uspesniji od onih koji su koristili standardni udzbenik (B1). Paralelne linije odraz su aditivnog,
odnosno zbirnog delovanja nezavisnih promenljivih, u kome jedna nezavisna promenljiva deluje
Jjednako na sve nivoe druge nezavisne promenljive — vizuelni udzbenik za istu vrednost (dva boda)
povecava uspesnost u grupama diji je stil ¢itanje-pisanje (A1), kinesteticki (A2) i vizuelni (A3). Uz
ovakav grafik, visoke F vrednosti i niske p vrednosti u tabeli u apletu imace glavni efekat faktora
Ai glavni efekat faktora B.

¢) samo glavni efekat A

Da bi se graficki pokazao samo glavni efekat faktora A, potrebno je ,skinuti” glavni efekat
faktora B iz prethodnog zadatka. Ovo ce se postici ,priljubljivanjem” linija B1 i B2, kao na slici
2.15.
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Slika 2.15. Glavni efekat A

Aritmeticke sredine grupa imale bi vrednosti:

B1 B2
Al Mae1=13 Mag2=13
A2 Mazp1=16 Mazs2=16
A3 Mazg1=19 Mazg2=19

Vrednosti aritmetickih sredina u primeru pokazuju da se razlikuju samo nivoi faktora stila ucenja

(A1, A2 i A3), dok se ucenici sa istim stilom ucenja ne razlikuju po tome koji materijal za ucenje

su koristili (B1 ili B2). U tabeli sa rezultatima u apletu jedino ¢e F

vrednost racunata za faktor A

biti nisko verovatna pod pretpostavkom da razlike izmedu njegovih nivoa nema.

PredlozZeni rezultat odraz je pretpostavke da sklonost vizualizaciji i ucenju kroz prakticne

pokusaje pomazu u savladivanju statistike. Drugaciji odnos uspesnosti izmedu studenata sa

razlicitim stilom ucenja takode bi pokazivao glavni efekat ovog faktora.

d) samo glavni efekat B

Glavni efekat faktora B, bez glavnog efekta faktora A, moze
paralelnim linijjama B1 i B2, kao na slici 2.16.
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Slika 2.16. Glavni efekat faktora B
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Aritmeticke sredine u predloZzenom primeru bi imale vrednosti:

B1 B2
Al Mag1=13 Matg2=17
A2 Mazg1=13 Mazp2=17
A3 Maszg1=13 Mazp2=17

Vrednosti aritmetickih sredina pokazuju da su ucenici koji su ucili iz vizuelno orijentisanog
udzbenika (B2) bili uspesniji na testu od ucenika koji su ucili iz standardnog udzbenika (B1),
nezavisno od stila ucenja koji koriste (A1, A2 i A3). U tabeli sa rezultatima u apletu, znacajnim za

interpretaciju pokazace se samo glavni efekat faktora B.

Predlozeni rezultat odraz je vere u vrednost vizuelnih materijala u poducavanju statistike. No i u

ovom slucaju bi obrnut rezultat, da su uspesniji studenti koji koriste standardni udzbenik, takode

pokazivao glavni efekat faktora.

e) nijedan efekat nije znacajan

Na grafiku koji pokazuje samo ona variranja koja poticu od nesistematskih dejstava, linije bi bile

horizontalne i spojene, pokazuju¢i da nema razlike u nivoima A1, A2 i A3, da nema razlike u

nivoima B1 i B2, niti u kombinaciji nivoa faktora. Primer ovakvog rezultata je na slici 2.17.

204 B1

AI1 AIZ A3
Slika 2.17. Nesistematska variranja

Sve aritmeticke sredine su jednakih vrednosti:

B1 B2
Al Mag1=15 Ma1g2=15
A2 Mazs1=15 Mazg2=15
A3 Mazg1=15 Mazg2=15

Jednake vrednosti aritmetickih sredina pokazuju da su studenti jednako uspesni, bez obzira na

stil ucenja i materijal za ucenje. Rezultati u tabeli u apletu pokazuju da, kada se variranja ne
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mogu objasniti dejstvom nezavisnih promenljivih, oba glavna i interaktivni efekti zanemarljivih
su veli¢ina, dok dominiraju variranja koja poti¢u od nesistematskih razlika unutar grupa.
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(IIT) VENOVI DIJAGRAMI ili
VISESTRUKA REGRESIJA

3.1 Igra krugovima

Relacije izmedu varijabli se graficki mogu prikazati na vise nacina. Verovatno najpoznatiji i
najcesce koris¢en nacin je dijagram rasprsenja (ili skater dijagram), opisan u odeljku Kartezije ili
korelacija. ,Rasprsenje” se na ovom dijagramu odnosi na poziciju rezultata u koordinatnom
sistemu Cije ose predstavljaju varijable. Vizuelni prikaz rasprSenja omogucava uvid u jacinu i
smer povezanosti varijabli, ali i u dodatne karakteristike koje na tu povezanost mogu uticati, kao
Sto su linearnost odnosa varijabli, homoskedasticitet ili postojanje aberantnih rezultata.
Medutim, s obzirom na to da graficki nije moguce istovremeno prikazati vise od tri koordinatne
ose, upotreba dijagrama rasprsenja je ogranicena na prikazivanje odnosa izmedu najvise tri, a
najcesce dve varijable.

Za prikazivanje odnosa izmedu veceg broja varijabli pogodna je jedna druga vizuelna metafora
(St. Clair, 2000), pozajmljena iz oblasti prikazivanja logickih relacija izmedu koncepata i sudova.
To su Venovi dijagrami, sa kojima se srecemo joS u osnovnoj Skoli, kada se za usvajanje
razumevanja relacija izmedu apstraktnih koncepata pripremamo uceéi odnose izmedu skupova.
Dugujemo ih ljudima Sirokih oblasti interesovanja i stvaralastva. Jedan od prvih tvoraca ideje
grafickog prikazivanja skupova bio je poznati Svajcarski matematicar, filozof, logicar, fizicar i
astronom Leonard Ojler (Leonhard Euler, 1707-1783). Svoj sadasnji izgled i naziv duguju Dzonu
Venu (John Venn, 1834-1923), engleskom svesteniku, filozofu i profesoru logike, koji je detaljno
prikazao njihovu upotrebu u vizualizaciji logickog zakljucivanja u ¢lanku objavljenom 1880.
godine (Venn, 1880). Dijagrami izgledaju kao zatvorene krive linije, najcesce krugovi, koji se
presecaju. Takvi se mogu videti na vitrazu trpezarijskog prozora Gonvil i Kiz koledzZa (Gonville &
Caius College) Univerziteta u Kembridzu, gde stoje u znak secanja na Vena, koji je na ovom
koledzu predavao (na slici 3.1). U nekim radovima (npr. Kennedy, 2002) mogu se sresti i pod
nazivom ,Balentajn dijagrami”, zbog slicnosti sa logoom za Balentajn (Ballantine) pivo.
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Slika 3.1. Venovi dijagrami na vitrazu Gonvil i Kiz koledza (Edwards, 2006)

U statistici se Venovi dijagrami najcesce upotrebljavaju za prikazivanje odnosa izmedu varijabli u
regresionoj analizi, i to najvise u svrhu demonstracije i edukacije. Primena Venovih dijagrama u
nastavi statistike bila je ¢ak predmet pojedinih istrazivanja, koja su pokazala da studenti bolje
razumeju ovu analizu kada je uce koristeci Venove dijagrame (npr. Ip, 2001).

3.2 Regresiona analiza

Regresionom analizom se rezultati na nekoj varijabli objasnjavaju, odnosno opisuju rezultatima
na nekim drugim varijablama. Jedna varijabla se moze objasniti drugim varijablama ukoliko
postoji njihovo zajednicko variranje, odnosno ako su u korelaciji. Tada se, na osnovu rezultata
merenja na tim drugim varijablama, sa odredenom pouzdanos¢u moze proceniti koliki ¢e biti
neciji rezultat na varijabli koja je predmet interesovanja i pre nego sto je izmerena. Sa ovakvim
zadatkom psiholog se susrece kada procenjuje buducu uspesnost kandidata u cilju njihove
selekcije. Na osnovu podataka, kao $to su rezultati na testovima ili uspesnost u prethodnim
aktivnostima, on procenjuje koliko ¢e biti uspesni bududci ucenici u skoli, studenti na fakultetu,
radnici na odredenim radnim mestima, sportisti na takmicenjima. Analiza je primenjiva i u raznim
drugim oblastima. U ekonomiji se Cesto koristiti za predvidanje uspesnosti prodaje odredenog
proizvoda ili za procenu rizika, u medicini za predvidanja stanja pacijenata, a u inZenjerstvu za
procenu preciznosti masina (npr. Li et al, 2014). Osim radi predvidanja ishoda, drugim
varijablama se neretko opisuju odredena svojstva ili osobine kako bi se bolje objasnile i
razumele. S obzirom na to da se pretpostavlja da rezultat na varijabli koja se objasnjava zavisi od
nekih drugih mera — na primer sposobnosti, osobina li¢nosti ili motivacije — ta varijabla se
odreduje kao zavisna. Ona je takode i kriterijjum, odnosno mera u odnosu na koju se predvidanje
vrsi, ,meta” koju treba ,pogoditi” drugim varijablama, pa se naziva jo$ i kriterijumska varijabla.
Sa druge strane, varijable koje se koriste za njeno predvidanje, odnosno objasnjenje, odreduju se
kao nezavisne ili prediktorske varijable. Nazivi ,kriterijska” i ,prediktorske varijable” nesto su
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ces¢i u nacrtima u kojima ne postoji eksperimentalna manipulacija varijablama (npr. Dunn, 2001;
Deviant, 2011). U standardnoj regresionoj analizi i kriterijska i prediktorske varijable su
kvantitativne.

Pouzdanost i preciznost predvidanja zavise u prvom redu od toga koliko prediktorska i
kriterijska varijabla zajednicki variraju, odnosno u kolikoj su korelaciji. Drugim recima, osnovna
mera kvaliteta predvidanja jeste zajednicka informacija koju kriterijum deli sa prediktorima. Ovo
je pokazano i u odeljku Kartezije ili korelacija, gde se u dvodimenzionalnom sistemu
formiranjem regresione linije kriterijum predvida na osnovu jednog prediktora. Medutim,
kriterijsku varijablu je cesto moguce i potrebno objasniti sa viSe prediktora. Na primer, skolski
uspeh se moze objasniti opstom inteligencijom, ali i razli¢itim oblicima samoprocene i motivacije
ucenika da uce odredeno gradivo i postignu uspeh (Kriegbaum et al., 2018; Spinath et al., 2006;
Steinmayr & Spinath, 2009; Weber et al., 2013). U tom slucaju, kolicina predvidene informacije ¢e
zavisiti od toga koliko zavisna varijabla ima zajednickog sa prediktorima, ali i od toga koliko
zajednickog prediktori imaju medu sobom, odnosno od njihovih medusobnih relacija.
Prikazivanje ovih relacija izmedu varijabli sustina je prikaza regresione analize Venovim
dijagramima.

3.3 Venovi dijagrami u regresionoj analizi

Relacije izmedu varijabli Venovim dijagramima je moguce predstaviti na vise nacina (Bardou et
al., 2014; Ip, 2001; Kennedy, 2002; O’'Brien, 2018). Prva varijacija je u nacinu na koji se predstavlja
zajednicka informacija. U jednoj varijanti prostor kriterijuma koji se objasnjava predstavlja se
pravougaonom pozadinom na kojoj su smesteni objekti koji predstavljaju prediktorske varijable
(Ip, 2001). U drugoj, cescoj, sve varijable, i kriterijumska i prediktorske, prikazane su objektima, a
zajednicko medu njima — njihovim presecima (npr. Kennedy, 2002). Modifikacije su moguce i u
karakteristikama samih objekata, njihovog oblika i velicine. Osim krugovima, objekti mogu biti
predstavljeni i drugacijim oblicima — ovalima, pravougaonicima ili, pak, trouglovima. Takode,
objekti mogu biti razlicitih ili istih velicina. RazliCite veli¢cine objekata najcesce odslikavaju razlike
u varijansama varijabli. Varijansa je mera varijabilnosti rezultata merenja, koja je detaljnije
predstavljena u odeljku Linije ili ANOVA. Istim velicinama svih objekata predstavljaju se varijable
Cije varijanse su ujednacene nekim od postupaka transformacije sirovih skorova, na primer
standardizacijom. S obzirom na to da veliCina objekata predstavlja varijansu, veli¢ina njihovog
preseka predstavlja kovarijansu, odnosno zajednicko variranje rezultata na varijablama. U slucaju
kada su objekti razliCitih velicina, velicina preseka ce zavisiti od vrednosti kovarijanse, ali i od
varijansi varijabli, odnosno veliCine objekata.

U apletu Venovi dijagrami varijable su predstavljene krugovima jednakih veli¢ina. To je slucaj u

kojem su varijanse varijabli ujednacene standardizacijom, te ukupna varijansa svake od varijabli
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iznosi 1. Velicina preseka tako ne zavisi od veli¢cine krugova, sto omogucava bolju vizuelnu
procenu proporcije zajednicke varijanse varijabli. Osim toga, na ovaj nacin se na osnovu veliCine
preseka lakse mozZe proceniti kolika je korelacija izmedu varijabli, jer kovarijansa
standardizovanih varijabli odgovara koeficijentu korelacije. Presek krugova predstavlja
koeficijent determinacije, odnosno kvadrat koeficijenta jednostavne korelacije (r?). Na primer,
ako se krugovi preklapaju 25%, vrednost koeficijenta determinacije iznosi¢e r*=0,25, a
koeficijenta korelacije r=0,50. Ukoliko je jedna od varijabli kriterijum a druga prediktor, ovakav
prikaz ¢e pokazivati da se ' informacija, koje su nam poznate na osnovu rezultata na
prediktoru, poklapa sa informacijama koje bi nam bile poznate na osnovu rezultata na
kriterijumu, odnosno da je prediktorom objasnjeno Vs variranja u rezultatima na kriterijumu. Sa
druge strane, ¥ informacija o kriterijumu je ostalo neobjasnjeno.

Ovo je za sada nesto manje od onog $to nudi skater dijagram — Venovi dijagrami ne pokazuju
smer povezanosti, niti specificnosti u podacima koje mogu da uticu na visinu koeficijenta
korelacije. Prednosti upotrebe Venovih dijagrama vidljive su pri demonstraciji relacija kriterijjuma
i viSe od jednog prediktora, odnosno kada se primenjuje visestruka regresiona analiza. U
viSestrukoj regresionoj analizi Venovim dijagramima moze se demonstrirati veli¢ina koeficijenta
visestruke korelacije, odnosno visestruke determinacije, kao i parcijalnih doprinosa prediktora
predvidanju.

3.3.1 Koeficijenti viSestruke korelacije i determinacije

Koeficijent viSestruke korelacije je pokazatelj jaCine povezanosti izmedu jedne varijable i vise
drugih varijabli. To mogu biti kriterijska i prediktorske varijable, no kriterijumsko-prediktorski
odnos varijabli nije nuzan uslov za predstavljanje njihovog odnosa ovim koeficijentom. Za razliku
od koeficijenta jednostavne korelacije, koji se oznacava malim latinicnim slovom r, koeficijent
visestruke korelacije se oznacava velikim latinicnim R. Analogno koeficijentu jednostavne
korelacije, R® predstavlja koeficijent visestruke determinacije, odnosnho proporciju varijanse
kriterijuma objasnjenu prediktorima.

U apletu Venovi dijagrami, crvenim krugom sa oznakom KR predstavljena je kriterijska varijabla,

dok su prediktorske varijable predstavljene trima preostalim krugovima u zelenoj, Zutoj i plavoj
boji sa oznakama P1, P2 i P3. Krugovi se mogu pomerati misem.

3.3.1.1 Korelacije prediktora i kriterijuma

Vezba 3.1. Dva nekorelisana prediktora u apletu Venovi dijagrami
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Postavite kriterijsku ( prediktorsku varijablu P1 tako da njihov presek iznosi priblizno 25%.
Postavite zatim prediktorsku varijabli P2 tako da njen presek sa kriterijiskom varijablom takode
iznosi priblizno 25%, a da se pritom ne preseca sa prvom prediktorskom varijablom.

Ovako predstavljen odnos izmedu varijabli mogao bi da izgleda kao na slici 3.2.

KR

P1

Slika 3.2. Nekorelisani prediktori

Prediktori zajedno objas$njavaju 50% varijanse kriterijuma. Vrednost R? prikazana je u donjem
desnom uglu apleta. Za ovako predstavljen odnos izmedu varijabli, ona iznosi R*=0,50. Ova
vrednost je koli¢nik dela varijanse kriterijuma koji je objasnjen prediktorima i ukupne veli¢ine
varijanse kriterijuma. S obzirom na to da su u apletu varijanse varijabli ujednacene i iznose 1, ona
je jednaka zbiru determinacija kriterijuma prediktorima: R*=0,25+0,25.

Formulom se ovo moze izraziti na slededi nacin:
2 ) 2
Rirpip2 = Tkrp1 + TKR P2

Vrednost koeficijenta visestruke korelacije je kvadratni koren vrednosti koeficijenta visestruke
determinacije, a njegova vrednost je takode predstavljena u donjem desnom uglu apleta. U
ovom primeru iznosi R=0,71.

_ 2 2
Rygrpip2 = \/TKR p1 T Tkr P2

Postavljanjem krugova u odredeni odnos graficki smo predstavili jedan model predvidanja.
Model je obrazac, ,mustra”, ,kalup”, ,recept” za predvidanje (Lindsey, 1997). Na primer, ovako bi
izgledao model predvidanja skolskog uspeha na osnovu inteligencije i motivacije u hipotetickoj
situaciji da inteligencija i motivacija nisu u korelaciji i da jednako doprinose objasnjenju
prediktora. Prema ovakvom ,receptu”, inteligencija i motivacija bi imale istu ,tezinu” u
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predvidanju, odnosno skorovima na testovima kojima bi ove dve osobine bile merene pridavala
bi se jednaka vaznost.

Medutim, modeli su neretko odraz realnosti koji je u nekoj meri pojednostavljen (Fried, 2017;
Lindsey, 1997). Takav je i model koji smo prethodno konstruisali. U stvarnoj situaciji je malo
verovatno da oba odabrana prediktora imaju potpuno jednak uticaj na objasnjenje kriterijuma.
Sto se ti¢e inteligencije, motivacije i $kolskog uspeha, istrazivanja pokazuju razli¢ite rezultate
zavisno od toga koje mere sposobnosti, motivacije i uspeha su koris¢ene. Kada su u pitanju
postignuca darovitih pojedinaca, vecina istrazivanja u ovoj oblasti pokazuje ne$to manji uticaj
motivacije nego sto je Tomas Edison pretpostavio u svojoj ¢uvenoj tvrdnji da je genije 1%
inspiracije i 99% perspiracije (npr. Lens & Rand, 2000). Pokazano je i da se veli¢ina uticaja
pojedinih prediktora razlikuje zavisno od skolskog predmeta. Na primer, pojedina istrazivanja
pokazuju da sposobnosti imaju vedi uticaj na uspeh u matematici (Kriegbaum et al., 2015;
Moenikia & Zahed-Babelan, 2010), dok motivacija ima znacajniju ulogu kada je u pitanju uspeh
u nastavi jezika (Weber et al,, 2013). Formirajmo stoga modele predvidanja varirajuéi veli¢inu
doprinosa pojedinih prediktora.

Vezba 3.2. Korelacije dva nekorelisana prediktora i kriterijuma u apletu Venovi dijagrami

Varirajte velicinu prepokrivanja prediktora i kriterijluma. Povecajte zajednicku varijansu jednog ili
oba prediktora sa kriterijumom. Zatim smanjite zajednicku varijansu jednog ili oba prediktora sa
kriterijumom. Posmatrajte promenu vrednosti koeficijenata viSestruke korelacije [ viSestruke
determinacije.

Rezultati variranja veli¢cine prepokrivanja nekorelisanih prediktora i kriterjuma mogli bi da
izgledaju kao na slikama 3.3a i 3.3b.

KR
KR
P1
P1
Slika 3.3a. Vise korelacije kriterijuma i Slika 3.3b. Nize korelacije kriterijuma i
nekorelisanih prediktora: R*~0,70 nekorelisanih prediktora: R*~0,30

Ova vezba pokazuje kako se sa vecom kolicinom zajedni¢kog izmedu prediktora i kriterijuma
povecava i koeficijent visestruke korelacije. To znaci da ¢emo neki fenomen bolje objasniti
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pojavama koje su sa njim snaznije povezane, nego pojavama koje nisu ili su slabo povezane sa
njim. Drugim recima, model predvidanja ¢e biti bolji ukoliko se za predvidanje koriste varijable
koje su u visim korelacijama sa kriterijumom. Ovo mozZemo nazvati prvim pravilom u predvidanju.

3.3.1.2 Korelisani prediktori

Vezba 3.3. Dva korelisana prediktora u apletu Venovi dijagrami

Postavite prediktore P1 i P2 tako da se priblizno 25% prepokrivaju sa kriterijumom, ali da se i
medusobno prepokrivaju. Neka njihovo medusobno prepokrivanje takode bude oko 25%.
Pogledajte kolike su vrednosti koeficijenata visestruke korelacije i determinacije.

Ovako postavljen dijagram izgledao bi priblizno kao na slici 3.4.

KR

P1

Slika 3.4. Korelisani prediktori

U slucaju korelisanih prediktora, koli¢ina objasnjene varijanse kriterijuma manja je u odnosu na
prethodnu vezbu, kada su prediktori bili nekorelisani. Ona je umanjena za deo kriterijuma
objasnjen obema prediktorima, odnosno za istu informaciju o kriterijumu koju nose i jedan i
drugi prediktor. Proporcija objasnjene varijanse kriterjuma sada je racio zbira delova kojima
svaki prediktor samostalno objasnjava kriterijum i ukupne varijanse kriterijjuma. U racunu
koeficijenta viSestruke determinacije to Ce biti izrazeno na sledeci nacin:

2 2 ] ]
Tkrp1 + TkrRP2 — 2TkR P1 " TKR P2 " TP1 P2

2 —
Rirpir2 = 1 2
—Tp1p2
U primeru iz vezbe 3.3 koeficijent visestruke determinacije ¢e iznositi priblizno R®=0,33.
Objasnjeno je za 17% manje varijanse kriterijuma nego u slucaju kada prediktori nisu korelisani.
Koeficijent viSestruke korelacije bi¢e koren ove vrednosti i iznosice priblizno R=0,57. Formula za

njegov racun je:
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2 2 ) )
Tkrp1 T KR P2 — 2TkR P1 " TKR P2 " TP1 P2

Ryrpipz = 1_ 2
Tp1p2

Ovo nas dovodi do drugog pravila u predvidanju pojava koje treba istadi: koeficijent visestruke
korelacije ¢e biti utoliko vedi ukoliko je manja korelacija izmedu prediktora. Odnosno, neki
fenomen je bolje objasniti pojavama koje su medu sobom razlicite nego medusobno slicnim
pojavama. Od dva modela, u kojima prediktori pojedinacno objasnjavaju jednaku kolicinu
varijanse kriterijuma, model predvidanja u kojima su prediktori medusobno nezavisni bolji je u
odnosu na model u kojem su prediktori korelisani.

3.3.1.3 Broj prediktora

Vezba 3.4. Treci prediktor u apletu Venovi dijagrami

Objasnjenju kriterijuma KR, pored prediktora P1 i P2, dodajte i prediktor P3, tako da je njegov
doprinos objasnjenju kriterijuma bar delom samostalan. Posmatrajte kako ukljucivanje jos jednog
prediktora utie na vrednosti koeficijenata visestruke korelacije i determinacije. Razmislite o
kvalitetu modela sa vise prediktora.

Primeri predvidanja na osnovu dva i tri prediktora predstavljeni su dijagramima na slikama 3.5a i
3.5b. U dijagramu na slici 3.5b treci prediktor P3 dodatno samostalno objasnjava manji deo
varijanse kriterijuma KR.

KR P1 KR
er1.p1p2z0140; Rzkr1.p1p2%0,'I 6: R kr14p1p2p3z0,41; Rzkr1.p1p2p3z0117;
R%adj=~0,12; p=0,02 R’adj=~0,11; p=0,04
Slika 3.5a. Dva prediktora Slika 3.5b. Tri prediktora

Ukoliko novi prediktor samostalno doprinosi objasnjenju prediktora, kao na dijagramu na slici
3.5b, vrednost koeficijenata R i R? ¢e se povecati jer ¢e porasti i varijansa kriterijuma objasnjena
prediktorima. Medutim, to ne znaci da je model sa vise prediktora nuzno bolji. Naime, u kojoj
meri se proporcija varijanse kriterijuma objasnjena prediktorima moze smatrati znacajnom za
interpretaciju i ponovljivom u kasnijim istrazivanjima, testira se F testom koji, analogno njegovoj
primeni u analizi varijanse (vidi Linije ili ANOVA), stavlja u odnos varijansu kriterijuma objasnjenu
prediktorima (R?), i varijansu kriterjuma neobjadnjenu prediktorima (1-R?. Analogno logici
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analize varijanse, obja$njeni deo varijanse kriterijluma (R?) odgovarao bi varijansi obja$njenoj
regresionim modelom (MSmodel). Neobja$njeni deo variranja u kriterijumu (1-R? odgovarao bi
varijansi greske, koja se po analogiji sa odstupanjima opazenih od predvidenih podataka u
jednostavnoj regresiji naziva jos i rezidual (MSiezidual). Pored toga, F odnos uzima u obzir broj
ispitanika i broj prediktora, kako je izrazeno formulom:

RZ Tl_k—l_ MSmodel n—k—1
1—R? k MSrezidual k

k _
Fn—k—l -

— gde je n broj ispitanika, dok je k broj prediktora. Broj ispitanika je upravo proporcionalan
velicini F testa, Sto znaci da ¢e vrednost testa rasti ako je broj ispitanika veci — kako vazi za
vecinu statistickih testova. U apletu je broj ispitanika konstantan, tako da on nema uticaj na
znacajnost modela. No broj prediktora, koji je u apletu moguce varirati obrnuto je
proporcionalan vrednosti testa. To znaci da e se sa povecanjem broja prediktora vrednost testa
smanjiti, a u velikom broju ponovljenih testiranja niza vrednost testa je verovatnija pod
pretpostavkom da povezanosti izmedu prediktora i kriterijuma nema. Ova verovatnoca, izrazena
p vrednoscu, predstavljena je u donjem desnom delu apleta. U primeru iz vezbe 3.4 ona ce biti
visa u modelu sa vise prediktora, uprkos nesto visoj proporciji objasnjene varijanse kriterijuma.
lako povecavaju objasnjenost kriterijuma, vise prediktora Cine model manje znacajnim za
interpretaciju.

U primeru sa tri prediktora niza ce biti vrednost jos jednog pokazatelja — korigovanog (engl.
adjusted) R? koji osim objasnjene varijanse kriterijuma takode uzima u obzir broj ispitanika i broj
prediktora. U donjem desnom uglu apleta nalazi se njegova vrednost, Cija formula za racunanje
je:

, . [A=RDH@-1)
Ragj =1~ n—k-—1

Vezba 3.5. Jedan i tri prediktora u apletu Venovi dijagrami

Postavite dijagrame tako da je proporcija objasnjene varijanse sa jednim i sa tri prediktora
priblizno jednaka (na primer 16%). Posmatrajte razlike u p vrednostima i vrednostima
korigovanog R?.

Primer iste kolicine objasnjene varijanse kriterijuma sa jednim i sa tri prediktora prikazan je na
slikama 3.6a i 3.6b. U primeru u kojem je ista proporcija varijanse kriterijuma objasnjena ve¢im
brojem prediktora, vrednost korigovanog R? je niza, a p vrednost visa.
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KR P1 KR P1

er1.p1 50,40, R2kr14p1 z0,1 6: R kr1.p1p2p3z014o; Rzkr1.p1p2p3z0:’I 6;
R%adj=0,14; p=0,00 R%adj=~0,10; p=0,04
Slika 3.6a. Jedan prediktor Slika 3.6b. Tri prediktora

Ovde mozZzemo zapaziti i trece vazno pravilo u predvidanju: sa povecanjem broja prediktora
smanjuje se verovatnoca da ¢e predvidanje biti znacajno i primenjivo na druge uzorke i merenja.
Neki fenomen je bolje objasniti sa manje pojava nego sa vise. Drugim reCima, od dva modela u
kojima je kolicina objasnjene varijanse kriterijjuma jednaka, bi¢e bolji onaj koji to postize sa
manje varijabli.

3.3.1.4 Princip parsimonije ili How many angels can dance on the
head of the pin?

Drugo i tre¢e pravilo opisuju regresionu analizu kao ,Stedljiv" postupak koji sledi logiku
najjednostavnijeg resenja. Ovo pravilo je poznato kao princip parsimonije, koji je, da bi stigao u
polje nauke, presao put iz anticke i srednjovekovne filozofije, menjajuéi svoj naziv i, donekle,
sadrzaj. Njegova mozda najpopularnija formulacija stigla nam je iz XIV veka u obliku maksime
danas poznate kao ,Okamova ostrica”. Ovaj period srednjeg veka je bio vreme upliva
racionalizma u hris¢ansku filozofiju i ekspanzije poletnih sholastickih rasprava, u kojima se
teoloskim fenomenima pokusavalo dati racionalno, logicki konzistentno objasnjenje. Ovakva
objasnjenja su Cesto imala oblik kompleksnih rasprava o empirijski neproverljivim fenomenima,
sa velikim brojem posrednih dokaza i premisa. Jedno od takvih pitanja bilo je o prirodi andela —
npr. koliko andela moze u isto vreme da stane na isto mesto, a koje je kroz kasnije igre reCima
(pinheads and needles’ points) dobilo formulaciju koliko andela mozZe da stane na vrh igle
(Harrison, 2016). Odgovori na ovakvo pitanje mogli bi sa budu veoma nejasni i raznoliki jer bi
zavisili kako od razlicitih interpretacija samog pitanja postavljenog u formi metafore, tako i od
licnih uverenja o fenomenu na koji se odnosi, a koji je nemoguce proveriti empirijski. Reakcija na
ovakve debate bio je poziv na urednije i logicki konzistentnije misljenje, koji je potekao upravo iz
redova sholasticara. Viljem od Okama (oko 1300-1349), i sam sholasticki filozof, fratar i teolog,
ovaj stav, da treba teziti jasnijem i konzistentnijem misljenju, formulisao je kao tvrdnju da nije
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potrebno koristiti vise elemenata u objasnjenjima ukoliko to nije neophodno. Posledi¢no,
nepotrebne elemente u objasnjenju bi trebalo ,odsedi, obrijati”.

U nauci Okamova ostrica ima ulogu jedne od smernica u vodicu za vrednovanje teorijskih i
metodoloskih modela, naj¢esce u znacenju da treba odabrati onaj koji je jednostavniji. Medutim,
da bi se princip koji je oblikovan za domen teologije i logike primenio u nauci, potrebno je
jasnije odredenje bar dva njegova elementa. Prvo, Sta je to jednostavno resenje i drugo, kada
kompleksnije resenje nije neophodno, odnosno da li je jednostavno resenje nuzno bolje od
slozenog.

Znacenje jednostavnosti reSenja u nauci prisutno je u razlicitim varijetetima, zavisno od
konteksta, naucne oblasti, kao i od toga da li se odnosi na teorijsko objasnjenje ili metodoloski
pristup. Posebno Sirok spektar znacenja ima u teorijskim objasnjenjima, gde moze da oznacava
manje postulata i premisa, primenjivost na vise pojava ili empirijsku proverljivost. U drustvenim i
humanistickim naukama nisu retka objasnjenja u kojima je jednostavnost postignuta tako sto je
neki slozen fenomen objasnjen na osnovu bazi¢nijih, elementarnijih fenomena ili procesa iz
domena prirodnih nauka. U psihologiji su takvi pravci oni koji slozene mentalne procese i
ponasanje objasnjavaju bioloskim, fizioloskim ili, pak, informacionim procesima (Schouten &
Looren de Jong, 2007). Zbog svodenja — redukovanja — jedne vrste pojava na pojavu druge vrste
ovakvi pravci u objasnjenjima se nazivaju ,redukcionisticki”. Za razliku od teorijskih, kriterijume
jednostavnosti statistickih modela, u koje spadaju i modeli predvidanja, moguce je nesto
egzaktnije odrediti. U regresionom modelu jednostavniji modeli bili bi oni sa manje
prediktorskih varijabli, ili, pak, oni sa jednostavnijim odnosima izmedu njih. Vizuelno
predstavljeno Venovim dijagramima, jednostavno resenje bi predstavljalo sliku u kojoj kriterijsku
varijablu preseca manji broj prediktora koji se uzajamno ne presecaju — kao latice na decijem
crtezu cveta.

Drugo znacajno pitanje je da li je jednostavno resenje (Sta god ono bilo) zaista i nuzno bolje od
slozenog. U nauci su poznati primeri da jednostavno resenje nije uvek najbolje. Na primer,
jednostavnost postignuta redukcijom je Cesto kritikovana u smislu da, svodeéi kompleksno na
jednostavno, zanemaruje znacajan deo slozene prirode fenomena na koji se odnosi, a termin
redukcionizam neretko se upotrebljava u negativnom znacenju (Schouten & Looren de Jong,
2007). Metaforicki receno, redukcionizam je rana koju je Okamova ostrica zadala nauci. Slicno
tome, pojedini autori ukazuju na opasnosti preteranog pojednostavljivanja u statistickim
modelima (Wears & Lewis, 1999). Eliminacija znacajnih varijabli u ime parsimonije rezultovace
modelom koji loSe objasnjava fenomen i ima slabiju prediktivnu mo¢. Predvidati na osnovu
nedovoljno varijabli koje bi objasnile kriterijum, znacilo bi predvidati na osnovu nedovoljno
informacija, sto predvidanje Cini nepouzdanim i podloznim vecoj gresci. Slicno misljenje izrazili
su i naucnici razlicitih oblasti ekspertize, anketirani u istrazivanju koje je sproveo Ris (Riesch,
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2010). Vecina njih se slozila da je svet zapravo mnogo kompleksniji od mnogih objasnjenja i da
jednostavnija resenja ne moraju nuzno da odgovaraju stvarnom stanju stvari.

Zasto bi onda naucnik birao jednostavnije resenje — osim da ,ne bi otezavao svoj ve¢ inace
stresan zivot biraju¢i komplikovaniju opciju” (Riesch, 2010, p. 79)? Po misljenju veéine naucnika
iz razlicitih oblasti, anketiranih u istrazivanju Risa, odgovor lezi u prakti¢nosti i korisnosti. Na
primer, redukcionisticka resenja, iako manjkava, obogatila su nauku za razumevanje znatnog
broja pojava, kao i povezanosti pojava razlicitog eksplanatornog nivoa, bez kojih bi se nauka
tesko dala zamisliti.

Prakticnost je odgovor i na opravdanost principa parsimonije u regresionoj analizi. Jednostavniji
statisticki modeli, osim $to su laksi za razumevanje, uspesnije se primenjuju u praksi. Na primer,
u postupku predvidanja uspesnosti prakticnije je primeniti bateriju sa manje testova jer e
testiranje ispitanika verovatno krace trajati i biti ekonomicnije (Kuppermann & Willits, 2000).
Pored toga, postoji i dodatni razlog za oprez pri primeni kompleksnijih statistickih modela.
Kompleksniji modeli pre reflektuju idiosinkraticne karakteristike seta podataka na kome se
zasnivaju, odnosno slucajna variranja i gresku u podacima, nego prirodu fenomena koji bi
trebalo da objasne. Usled preterane saobrazenosti podacima (engl. overfit), takvi modeli se losije
generalizuju na nove slucajeve te su slabije primenjivi u praksi. Ova opasnost je dodatno
izrazena ako su modeli formirani na uzorcima merenja u kojima je broj ispitanika u odnosu na
broj varijabli relativno mali. Pored slabije generabilnosti, takvi modeli imaju i tendenciju da
precenjuju visinu koeficijenata visestruke korelacije jer su podlozniji slucajnim variranjima, koja
mogu da proizvedu visoke pojedinacne korelacije izmedu prediktora i kriterijjuma, a od kojih su
koeficijenti visestruke korelacije uvek visi. Otuda i korigovani R? kao ,prakti¢nija” mera visestruke
povezanosti.

Cini se da je balans jednostavnosti i slozenosti, potrebne kompleksnosti i kompleksnosti koja
suvise odgovara podacima, smernica za formiranje prediktivnih modela. Ovo bi vizuelno
odgovaralo kriterijjumu pokrivenom prediktorima koji se ne presecaju, odnosno onima koji imaju
Sto viSe parcijalne doprinose predvidanju.

3.3.2 Parcijalne veze izmedu varijabli

Vezba 3.6. Presek dva kruga u apletu Venovi dijagrami

Postavite kriterijsku varijablu KR i prediktorske varijable P1 i P2 tako da prepokrivanje izmedu
kriterijske i svake od prediktorskih varijabli iznosi priblizno 25%, a da se prediktori medusobno ne
prepokrivaju (kao u vezbi 3.1). Posmatrajte visinu koeficijenata korelacija izmedu varijabli i
obeleZite na dijagramu prepokrivanja varijabli.
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Koeficijenti korelacija izmedu varijabli u modelu prikazani su u tabeli sa desne strane apleta.
Koeficijenti jednostavnih korelacija nalaze se u celijama ispod glavne dijagonale. U ovom
primeru oni ¢e imati vrednosti priblizno r=0,50 za prediktorske i kriterijsku varijablu, a 0,00 za
prediktorske varijable. Ispod tabele sa korelacijama nalaze se dva reda kvadrati¢a, cijim se
oznacavanjem mogu naglasiti zajednicki delovi varijansi varijabli u dijagramu. Na primer, ukoliko
se u prvom redu oznaci povezanost izmedu varijabli KR i P1, zajednicki deo njihove varijanse,
odnosno njihov presek, bice naglasen tako Sto Ce linija okvira preseka biti podebljana. Ovo se
postize odabirom opcije prikazi presek koja se nalaze ispod kvadrati¢a za oznacavanje varijabli.
Opcijom ponisti presek okvir oko preseka e biti uklonjen.

Vezba 3.7. Presek dva kruga bez treceg u apletu Venovi dijagrami

Postavite kriterijsku varijablu P2 tako da je njeno prepokrivanje i sa kriterijskom, ali { sa
prediktorskom varijablom oko 25% (kao u vezbi 3.3). Odaberite varijable KR i P1 u prvom redu
polja za selekciju varijabli, varijablu P2 u drugom redu polja za selekciju varijabli, a zatim
odaberite opciju prikazi presek.

Na dijagramu ¢e sada biti oznacen samo deo preseka kriterijske i prediktorske varijable P1, ono
.parce” koje preostaje kada se izuzme — ili odstrani — deo koji zauzima prediktor P2, kao na slici
3.7. Ova koli¢ina predstavlja samostalni doprinos prediktorske varijable P1 objasnjenju
kriterjuma, odnosno deo njegove povezanosti sa kriterijumom koji preostaje nakon Sto se
kontrolise ili parcijalizuje efekat ostalih prediktorskih varijabli. Otuda je drugi red polja u kojem
se selektuju varijable, Ciji efekat se kontroliSe, oznacen sa parcijalizacija.

P1

Slika 3.7. Zajednicki deo kriterijuma KR i prediktora P1, bez prediktora P2

No, Sta znaci parcijalizovati efekat drugih varijabli? Parcijalizovanje efekta neke varijable se moze
ilustrovati na sledeci nacin. Recimo da dijagram formiran u ovoj vezbi predstavlja model kojim se
na osnovu dva testa predvida uspesnost u nekoj aktivnosti. Variranja rezultata na ta dva testa
poklapaju se u nekoj meri sa variranjima rezultata na kriterijumu, Sto omogucava predvidanje
rezultata na kriterijumu, ali se u izvesnoj meri poklapaju i variranja na prediktorskim testovima.
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Parcijalizovati efekat drugog testa znacilo bi pokazati kolika bi bila zajednic¢ka variranja prvog
testa i kriterijuma kada ne bi bilo njihovih zajednickih variranja sa drugim testom, odnosno kada
bi svi ispitanici na drugom testu imali isti skor. U eksperimentalnoj situaciji ovo bi odgovaralo
ujednacavanju uzorka ispitanika u odnosu na osobinu koju meri drugi test. Kako predstavlja
povezanost dve varijable nakon parcijalizovanja uticaja ostalih varijabli u modelu, ova vrsta
povezanosti naziva se parcijalnom.

Parcijalna veza izmedu varijabli graficki se moze prikazati Venovim dijagramima kao u apletu —
delom preseka dva objekta iz kog su iskljuCeni preseci sa ostalim objektima. Ova vrsta
povezanosti se moze izraziti i kvantitativno, pri ¢emu postoji nekoliko razli¢itih pokazatelja
parcijalne veze. Svim pokazateljima parcijalne veze zajednicko je to da od jednostavne korelacije
dve varijable oduzimaju vrednosti njihovih korelacija sa tre¢com varijablom — ili pak ve¢im brojem
Ltrecih” varijabli, ukoliko je u modelu vise od dva prediktora. Ovo bi priblizno odgovaralo velicini
.parceta” preseka dve varijable predstavljenog u apletu. Ono po ¢emu se pokazatelji parcijalne
veze uglavnom razlikuju jeste koji deo ukupne varijanse skupa varijabli se kontroliSe, odnosno
parcijalizuje. Naime, ukoliko su u modelu kriterijum i dva prediktora, moguce je kontrolisati
uticaj jednog od prediktora i na kriterijum i na drugi prediktor, ili samo na prediktor. Ovu razliku
je tesko vizualizovati Venovim dijagramima, jer se u njima krug prediktora Ciji uticaj se kontrolise
uobicajeno preklapa i sa kriterijumom i sa prediktorom. Stoga su na slikama 3.8a i 3.8b ove
razlike u racunima parcijalne veze naglasene tako $to su dodatno obojena variranja koja se
parcijalizuju prediktorom P2. Na slici 3.8a plavom bojom su oznaceni zajednicki delovi
prediktora P2 sa obe varijable u modelu, i kriterjumom KR i prediktorom P1, Sto odgovara
pristupu u kome se parcijalizuje efekat prediktora na sve varijable u modelu ukljucujudi i
kriterijsku. Na slici 3.8b plavom bojom je oznacen samo zajednicki deo prediktora P2 sa
prediktorom P1, $to odgovara pristupu u kome se parcijalizuje efekat prediktora samo na ostale
prediktorske varijable, dok je kriterijum ,slobodan” od kontrole.

Dm P1
K K

Slika 3.8a. Kontrola uticaja P2 na P1i KR Slika 3.8b. Kontrola uticaja P2 na P1

Izmedu dva opisana pristupa u racunu parcijalne veze postoji razlika u ,kontekstu” u kome se
nalazi parcijalni deo zajednicke varijanse varijabli, odnosno u kolicini variranja koja se kontrolise.
Parcijalnom vezom objasnjeni i neobjasnjeni deo variranja se u racunima parcijalne veze stavljaju
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u odnos, kao na ilustracijama racuna prikazanim na slikama 3.9a i 3.9b. Na ilustracijama su
jednake kolicine variranja predstavljene na mestu brojioca. To su delovi kriterijjuma objasnjeni
parcijalnom vezom sa prediktorom P1. Medutim, na ilustracijama se razlikuju neobjasnjeni delovi
varijanse koji se nalaze na mestu imenioca. To su ukupne varijanse kriterijjuma i prediktora P1
koje nisu objasnjene prediktorom P2. Na slici 3.9a imenilac ukljucuje krugove kriterijjuma i
prediktora P1 iz kojih su izdvojena preklapanja sa prediktorom P2. Ovakva ilustracija odgovara
postupku u kome se kontroliSe uticaj prediktora i na ostale prediktore i na kriterijum, koji se
primenjuje u racunu parcijalne korelacije. Za razliku od toga, na slici 3.9b neobjasnjeni deo
varijanse ukljucuje deo prediktora P1, ali celokupnu varijansu kriterijuma, Sto odgovara postupku
u kome se ne kontroliSe uticaj prediktora na kriterijum. Takva ilustracija odgovara racunu semi-
parcijalne korelacije i p koeficijenta, izmedu kojih postoje manje matematicke razlike u

izracunavanju.
i P1
B P1
Slika 3.9a. llustracija racuna Slika 3.9b. llustracija ra¢una
parcijalne korelacije semi-parcijalne korelacije i B koeficijenta

U apletu je veli¢ina parcijalne veze predstavljena p(beta) koeficijentima. Oni su prikazani u
prvom redu tabele, u Zuto zasencenim poljima.

Vezba 3.8. S koeficijenti u apletu Venovi dijagrami

Uporedite vrednosti f koeficijenata sa velicinom jednostavnih korelacija za odnose izmedu
varijabli, odredene kao u vezbi 3.7 — priblizno 0,50 izmedu svih varijabli.

Vrednosti B koeficijenata za oba prediktora su nize u odnosu na njihove jednostavne korelacije
sa kriterijumom — one iznose za P1, kao i za P2, priblizno 0,33. Ove vrednosti pokazuju ,tezinu”
odnosno vaznost koju neki prediktor ima u predvidanju, te se nazivaju jos i f ponderi. Ukoliko se
formirani model odnosi na predvidanje uspesnosti na osnovu dva testa, ovakav rezultat bi
sugerisao da pri proceni buduce uspesnosti rezultatima na testovima treba dati podjednaku
vaznost.

Formula za izracunavanje p pondera za prediktor P1 je:
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__Tkrp1 — TkrP2 "TP1P2
P1 =

2
1 =151 p2

U formuli za izraCunavanje B pondera moze se prepoznati logika opisana Venovim dijagramima:
korelacija jednog prediktora i kriterjuma umanjena je za vrednost njihovih korelacija sa drugim
prediktorom. Ta vrednost je stavlena u odnos sa varijansom prvog prediktora koja nije
objasnjena njegovom korelacijom sa drugim prediktorom, odnosno njegovom ukupnom
varijansom iz koje je izuzeta determinacija drugim prediktorom (1-r’p1p2). Ovaj ,ostatak” od
ukupne varijanse neke varijable naziva se jo$ i rezidualna varijansa. Zapazite da kriterijjum nije
predstavljen njegovom rezidualnom ve¢ ukupnom varijansom, kao u primerima na slikama 3.8b i
3.9b. Ukupna varijansa kriterijuma nije prikazana u imeniocu formule jer nije potrebna — za
standardizovanu varijablu ona iznosi 1. S obzirom na to da ne kontrolisu efekat drugog
prediktora i na kriterijum, B ponderi pokazuju samostalni uticaj odredenog prediktora na ukupnu
varijansu kriterijuma, Sto je pogodnije za regresionu analizu kojoj je cilj da opiSe koliko je
kriterjum objasnjen prediktorima. Drugim recima, oni upucuju na to koliki je inkrement,
odnosno prirast u ukupnom objasnjenju kriterjuma koji se moze pripisati odredenom
prediktoru, mimo objasnjenja koje se mozZe pripisati ostalim prediktorima.

Vezba 3.9. Preseci razlicitih velicina i  ponderi u apletu Venovi dijagrami

Varirajte velicine jednostavnih korelacija a) izmedu prediktora i b) izmedu prediktora ( kriterijuma,
{ posmatrajte promene u vrednostima f koeficijenata.

Sa povecanjem korelacije izmedu prediktora, smanjuju se njihovi parcijalni doprinosi predvidanju
— deo prediktora koji je zajednicki sa drugim prediktorom je redundantna informacija o njemu za
objasnjenje kriterijuma, jer je to objasnjenje koje nude i drugi prediktori. Sa smanjenjem
korelacije izmedu prediktora i kriterijuma, vrednosti  pondera se takode smanjuju — neka pojava
se ne moze objasniti prediktorom koji sa njom nije povezan, te je takav prediktor za objasnjenje
kriterijjuma irelevantan.

3.3.2.1 Parcijalne veze i objasnjenje Kkriterijuma

Vezba 3.10. Preseci razlicitih velicina ( pokrivenost kriterijuma u apletu Venovi dijagrami

Varirajte izgled Venovih dijagrama tako da predstavljaju modele u kojima, u proceni rezultata na
kriterjjumu, razlicitim prediktorima treba dati razlicitu vaznost. Posmatrajte odnos velicina f
pondera i koeficijenata viSestruke korelacije i determinacije.

Sa povecanjem nezavisnih doprinosa predvidanju pojedinacnih prediktora raste i proporcija
objasnjene varijanse kriterijuma. Ovaj odnos izmedu B pondera i objasnjene varijanse kriterijuma
moze se prikazati i na slede¢i nacin. Venovim dijagramima B ponderi su prikazani kao delovi
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jednostavnih korelacija izmedu varijabli. Otuda se mogu interpretirati i kao pokazatelji udela
samostalnih doprinosa prediktora u njihovim jednostavnim korelacijama sa kriterijjumom. Suma
ovih relativnih doprinosa jednostavnih korelacija prediktora i kriterijjuma jednaka je proporciji
objasnjene varijanse kriterijuma, odnosno koeficijentu visestruke determinacije. Ovo se moze
izraziti formulom za izracunavanje koeficijenta viSestruke determinacije koja je nesto drugacija
od prethodno prikazane:

Rirpip2 = Bp1Tkrp1 + Br2 * Tkr p2
3.3.2.2 Parcijalne veze i rezultat ispitanika na Kkriterijumu

Parcijalne veze izmedu prediktora i kriterijuma oblikuju i pojedinacni rezultat ispitanika na
kriterijumu, koji se moze izraziti kompozitom analognim onom u predvidanju na osnovu jednog
prediktora, opisanom u odeljku Kartezije ili korelacija. Pojedinacni rezultat u situaciji predvidanja
na osnovu veceg broja prediktora takode ukljucuje referentnu vrednost koju bi ispitanik imao u
hipotetickoj situaciji da na svim prediktorskim varijablama ima vrednost 0 i koja bi, kada su
prediktori standardizovani, odgovarala aritmetickoj sredini kriterijuma. To je koeficijent a u
predvidanju na osnovu jedne varijable ili, kako je u visestrukom predvidanju uobicajenije o.
Takode, kao i u predvidanju na osnovu jedne varijable, rezultat na kriterijumu opisanom sa vise
prediktora ukljuc¢uje odstupanja ispitanikovih rezultata od predvidenih (e od engl. error).
Medutim, za razliku od predvidanja na osnovu jedne varijable, sada na ukupni rezultat ne utice
rezultat na jednoj nego na vise prediktorskih varijabli, pri cemu ¢e na ukupan rezultat vise uticati
rezultat na onom prediktoru koji ima veci parcijalni doprinos predvidanju. Otuda rezultati na
pojedinacnim prediktorima nisu modifikovani velicinom njihove jednostavne korelacije sa
kriterjumom nego njihovom parcijalnom vezom sa kriterjumom, koja u slucaju
standardizovanih varijabli odgovara p ponderima. Tako bi standardizovani rezultat ispitanika Z.
Z. na kriterijskom testu odstupao od referentne vrednosti (Bo) za onoliko koliko je zbir njegovih
rezultata na standardizovanim ponderisanim prediktorskim varijablama (BX), kome su dodata
odstupanja njegovih rezultata od predvidenih (e):

Yz =080+ ﬂP1XZz(P1) + ,BPZXZZ(Pz) t+e

3.4 Multikolinearnost ili netolerancija na islere

Vezba 3.11. Veoma korelisani prediktori u apletu Venovi dijagrami

Postavite prediktorske varijable P1 i P2 tako da se presecaju sa kriterijumom, a da se medusobno u
velikoj meri ili potpuno prepokrivaju.

Gotovo potpuno prepokrivanje dva prediktora predstavljeno je na slici 3.10.
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Slika 3.70. Skoro potpuno prepokrivanje prediktora

¢ Pokusajte da date primer prediktorskih varijabli koje se potpuno prepokrivaju.

Evo nekih primera. Potpuno prepokrivanje prediktora postojalo bi u situaciji kada prediktori
mere istu varijablu, samo u razli¢itim jedinicama. Na primer, ako bi prihod u porodici predstavili
dvema varijablama od kojih je jedna prihod u dinarima, a druga prihod u eurima. Ove dve
varijable su u maksimalnoj korelaciji i razlikuju se samo po jedinici mere. Druga moguca situacija
bila bi kada bi jedna prediktorska varijabla bila izvedena iz drugih. Ukoliko bismo porodi¢ne
prihode izrazili merama prihoda supruge i prihoda supruga i njima dodali meru ,ukupan prihod”
koja je njihov zbir, u modelu bismo imali prediktorsku varijablu koja je izvedena iz prethodne
dve. Takode, variranja skorova ispitanika na dvema razlicitim formama istog testa bila bi gotovo
istovetna.

U ovakvom modelu prediktorske varijable su u maksimalnoj jednostavnoj korelaciji, odnosno
visokoj linearnoj povezanosti, tako da se jedan prediktor moze linearno predvideti na osnovu
drugih prediktora. Oni su u odnosu kolinearnosti ili multikolinearnosti.

Vezba 3.12. Multikolinearnost i rezultati regresione analize u apletu Venovi dijagrami

Posmatrajuci rezultate u apletu, zakljucite kako multikolinearnost utice na rezultate visSestruke
regresione analize, odnosno kako utiCe na objasnjenost kriterijuma ( parcijalne doprinose
objasnjenju kriterijuma. Posmatrajte koeficijente viSestruke korelacije i determinacije R i R?,
Jednostavne korelacije i f pondere, i zakljucite da li su oni adekvatni pokazatelji predvidanja u
situaciji multikolinearnosti.

Posmatrajuci dijagrame, uocava se da je objasnjenost kriterijuma ista kao i sa jednim
prediktorom, jer novi prediktor ne objasSnjava novi deo varijanse kriterijjuma. Shodno tome,
koeficijenti viSestruke korelacije i determinacije ne povecavaju se niti smanjuju. U njihovom
racunu, naime, doprinos koji ima novi prediktor oduzima se zbog njegove korelacije sa prvim
prediktorom. Pokazuju¢i stvarno stanje objasnjenosti kriterijuma, moze se re¢i da je R
upotrebljiva mera u situaciji multikolinearnosti.
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Kada su u pitanju parcijalni doprinosi prediktora predvidanju, dijagrami pokazuju njihov nulti
samostalni doprinos. B ponderi, medutim, ne pokazuju nulti doprinos: oni mogu biti visoki, ¢ak
sa vrednostima iznad jedan, Sto izlazi iz okvira vrednosti koeficijenta korelacije. Ovaj donekle
neocCekivan rezultat posledica je nacina na koji se B ponderi racunaju. Naime, kada je neki
prediktor sa nekim od drugih prediktora u odnosu multikolinearnosti, u imeniocu formule za
njegov B ponder nalaziée se vrednost bliska nuli, jer je njegov samostalan (drugim prediktorima
neobjasnjen) deo variranja veoma mali (1-r%,1,2~0). Kada se vrednost u brojiocu formule podeli
vrednos$cu imenioca koja iznosi nula ili skoro nula, dobice se visoka vrednost koeficijenta. Stoga
su ovako visoke ili nadjedini¢ne vrednosti B pondera Cest indikator multikolinearnosti.

Kada postoji nizak samostalni doprinos prediktorskih varijabli, B ponderi su veoma nepouzdani
pokazatelji parcijalnog doprinosa, usled ¢ega ¢e najcesce imati visoku standardnu gresku
(Friedman & Wall, 2005). Samostalni deo prediktora naziva se tolerancija i izrazava kao 1-R?, gde
je R? videstruka determinacija prediktora ostalim prediktorima. Tolerancija je komponenta
standardne greske B koeficijenata i njena niska vrednost — kakva je u situaciji multikolinearnosti —
gresku povecava. Visok stepen greske u objasnjenju kriterijuma na osnovu identi¢nih prediktora
ima logicko opravdanje u neodredenosti ovakvog reSenja — ukoliko razli¢ite varijable
objasnjavaju isti deo kriterijuma, nejasno je kojoj od njih bi trebalo pripisati to objasnjenje.
Drugim recima, regresiona analiza ,nije tolerantna” na preklopljene krugove prediktorskih
varijabli — kakvi bi bili kod filom spojenih keksica ili islera.

U apletu, ispod tabele sa korelacijama, nalazi se jedan od indikatora porasta greske. To je
Variance Inflation Factor (VIF), koji pokazuje inflaciju ili porast varijanse greske prediktorskih
varijabli. On predstavlja recipro¢nu vrednost tolerancije i za prediktor P1 bi se racunao kao:

1

VIFp, =
i 1_R1231.P2P3

— gde je R%qp2p3 ViSestruka determinacija prediktora ostalim prediktorima. Ukoliko prediktori
medusobno uopste ne koreliSu, njegova vrednost ¢e biti 1. Ukoliko pak visoko korelisu, vrednost
Ce biti visoka — u primeru iz vezbi 3.11 i 3.12 za preklopljene prediktore P1 i P2 imace vrednosti
iznad 100. Kvadratni koren iz VIF vrednosti pokazuje koliko puta je standardna greska f
koeficijenta nekog prediktora veca u odnosu na situaciju kada taj prediktor ne bi korelisao sa
drugim prediktorima.

3.4.1 Neiskoris¢ena informacija u modelu

U situaciji multikolinearnosti varijabli u regresionoj analizi takode se moze zapaziti delovanje
principa parsimonije. On je ovde primenjen kroz uzimanje u obzir koliki je deo ukupnog sistema
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varijabli u modelu ostao ,neiskoris¢en” tj. kolika kolicina informacija u prediktorima je
neiskoris¢ena za predvidanje.

Uzimajuéi ovo u obzir, mogu se razlikovati tri aspekta procene koliko je neki model dobar,
odnosno koliko je informativan za objasnjenje kriterijuma. Prvi, koliki deo varijanse kriterijuma je
objasnjen prediktorima, $to kvantitativno pokazuje koeficijent visestruke determinacije (R%), a
graficki prepokrivenost kruga kriterijuma prediktorima. Drugi, koliki deo varijanse prediktora
samostalno objasnjava kriterijum, S$to kvantitativno pokazuju koeficijenti parcijalne veze, a
graficki deo preseka prediktora i kriterijuma kada se odstrane preseci sa ostalim prediktorima. |
konacno, tre¢i aspekt bio bi iskoris¢enost ukupne koliine informacija u sistemu varijabli,
odnosno kolika je greska u sistemu u smislu varijanse prediktora kojom ne doprinose
predvidanju, $to je graficki predstavljeno ukupnom konstelacijom Venovih dijagrama.

3.5 Supresija ili neocekivana pomoc¢

Vezba 3.13. Prediktor koji ne koreliSe sa kriterijumom u apletu Venovi dijagrami...

Predstavite Venovim dijagramima model u kojem je kriterijum KR objasnjen nekorelisanim
prediktorskim varijablama P1 i P2 priblizno 9%, ali ne i prediktorskom varijablom P3. Posmatrajte
vrednosti koeficijenta determinacije ( f pondera.

Dijagram bi mogao da izgleda kao na slici 3.11a gde je objasnjeno oko 9% ukupnih variranja
rezultata na kriterijumu, $to odgovara koeficijentu R=0,30, pri cemu se to objasnjenje ne moze
smatrati znacajnim za interpretaciju (p=0,11). S obzirom na to da prediktori P1 i P2 ne korelisu,
vrednosti njihovih B pondera su jednake njihovim jedostavnim korelacijama sa kriterjumom i
iznose oko 0,20. Jednostavne korelacije i B ponderi prediktora P3, koji ne koreliSe ni sa
prediktorima ni sa kriterijjumom, iznose 0.

Vezba 3.13. ... nastavak

Sada pokusajte da povecate proporciju objasnjene varijanse kriterijuma, izraZenu koeficijentom
visestruke determinacije R°, ne menjajuci poloZaj prediktorskih varijabli P1 i P2, ali tako da
varijabla P3 i dalje ne korelise sa kriterijumom.

Da bi se ovo postiglo, potrebno je promeniti polozaj varijable P3 tako da bude ukljucena u
model, ali uz uslov da ne koreliSe sa kriterijjumom. U tom slucaju P3 moze da korelise samo sa
nekim od prediktora (npr. P2), kao na slici 3.11b.

76


http://psihologija.ff.uns.ac.rs/viz/regresija/

P1 P1

KR KR

R~0,30; R?~0,09; R%adj~0,05; p~0,11 R=0,42; R*~0,18; R’adj=0,15; p=~0,01

Slika 3.717a. Prediktori korelisu sa kriterjumom  Slika 3.71b. Jedan od prediktora korelise samo
sa prediktorom, a ne sa kriterjjumom

¢ Da li je varijabla P3 doprinela predvidanju? Kako je korelacija prediktora sa prediktorom koji ne

korelise sa kriterijumom uticala na koeficijent visestruke determinacije i j koeficijente?

Koeficijent viSestruke korelacije se povecao, sto je indikator da se povecala objasnjenost
kriterijuma. B ponderi pojedinih prediktora su se priblizili jedinicnoj vrednosti ili su je cak
nadmasili.

¢ Objasnite kako je doslo do ovog efekta.

Ova ,kvaziparadoksalna zanimljivost” (Cohen & Cohen, 1975, prema Krus & Wilkinson, 1986)
uocena je sredinom XX veka u istrazivanjima selekcije kandidata za obuku za pilote (Horst, 1941,
prema Krus & Wilkinson, 1986). Uspesnost u pohadanju obuke za pilotiranje procenjivana je na
osnovu testova mehanickih, numerickih, spacijalnih i verbalnih sposobnosti. Dok su prva tri testa
korelisala sa uspesnoscu, verbalne sposobnosti nisu. Medutim, kada su u model ukljucene i
verbalne sposobnosti, njegova validnost se povecala. Naime, verbalne sposobnosti korelisu sa
ostala tri prediktora jer su potrebne za Citanje i razumevanje instrukcija i pitanja u testovima.
Variranja u skorovima ispitanika na mehanickim, spacijalnim i numerickim sposobnostima, koja
su posledica njihovih razlika u brzini razumevanja instrukcije, a koje postoje zbog razlika u
verbalnim sposobnostima, nisu relevantna za uspesnost u pilotiranju, ne koreliSu sa uspeSnoscu i
predstavljaju varijansu greske u modelu, koja nastaje u postupku merenja prediktorskih varijabli.
Ukljucivanjem verbalnih sposobnosti u model, ovaj deo varijanse greske se kontrolise
parcijalizovanjem — kao da su ispitanici po verbalnim sposobnostima ujednaceni. Uklanjanjem
greske, odnosno ,Suma” u informaciji koju nose, prediktori se poboljsavaju, postaju ,Cistiji” i
efektivniji. Ovaj efekat ,sredstva za CisCenje”, nazvan je supresorski efekat ili supresija jer potiskuje
odnosno supresuje irelevantnu varijansu prediktora, a varijable koje ga izazivaju nazivaju se
supresorskim varijablama (Ludlow & Klein, 2014).
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Povecanje koeficijenta visestruke korelacije, koje je posledica supresorskog efekta, ne moze se
adekvatno vizualizovati dijagramima, jer se ne vidi povecanje objasnjene varijanse u krugu koji
predstavlja kriterijum. Pojedini autori predlazu drugacija graficka resenja, kao na primer grafik
promene vrednosti R i B koeficijenata u zavisnosti od korelacije prediktora sa kriterijumom i
korelacija izmedu prediktora (Friedman & Wall, 2005; Ludlow & Klein, 2014; Sharpe & Roberts,
1997). Osim ovim nacinima, povecanje koeficijenta viSestruke korelacije se moze razumeti
vizualizacijom koja uklju¢uje Venove dijagrame, ako zamislimo da graficki stavljamo u odnos
objasnjenu varijansu kriterijuma sa ukupnom varijansom u modelu. Tada bismo veli¢inu preseka
prediktora i kriterijuma delili velicinom krugova koji predstavljaju prediktor i kriterijum, kao na
slici 3.12a. U situaciji kada je varijansa prediktora parcijalizovana drugim prediktorom, ona ne bi
bila predstavljena punim krugom vec¢ delom kruga koji ostaje kada se odstrani njegov presek sa
drugim prediktorom. Ukupna koli¢ina varijanse u sistemu varijabli bila bi manja, te bi proporcija
objasnjenosti kriterijuma u odnosu na nju bila veca (slika 3.12b).

Mkr.P,= < Rikr.pyp,=
KR P1 KR P1
Slika 3.72a. Jednostavna korelacija Slika 3.12b. Korelacija kriterijjuma i prediktora sa
kriterijuma i prediktora supresorskom varijablom u modelu

Formulama se ovo mozZe objasniti na slededi nacin. S obzirom na to da je korelacija supresora i
kriterijuma nula, formula za racun R? svela bi se na koli¢nik determinacije kriterijuma i prvog
prediktora (u brojiocu) i nondeterminacije, odnosno ostatka od korelacije izmedu dva prediktora
(u imeniocu). Kako je r’p1p2 vece od nula, u imeniocu bi bila vrednost manja od jedan, zbog ¢ega
je koeficijent visestruke determinacije vedi od koeficijenta jednostavne determinacije kriterijuma
i prvog prediktora.

2
R2 Tkrp1 — 0
KRP1P2 = 7 .2

2
1—151p,

Slicno, ako je r«p2=0, vrednosti B pondera za varijable u supresorskom odnosu naj¢esce imaju
visoku, neretko nadjedini¢nu vrednost, koja moze biti i negativnhog predznaka:

0—7Tkpp1Tp1p2

Bpz =

Y
1—151p,
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Vezba 3.14. Supresije razlicite vrste u apletu Venovi dijagrami

Proverite da li je moguce postici supresorski efekat i u slucaju da supresorska varijabla u nekoj
meri korelise sa kriterijumom.

Poveclanje koeficijenta visestruke determinacije koje je vece od suma kvadriranih korelacija
pojedinacnih prediktora i kriterijuma moze se uociti i u situaciji kada jedan od prediktora
pozitivno koreliSe i sa prediktorom i sa kriterjumom, supresujui irelevantnu varijansu
prediktora. U tom slucaju njegov B ponder ima negativnu vrednost, te se ovaj vid supresije zove
negativna ili, zbog uzajamnih veza varijabli, net supresija. Pored ovog, moguce je da prediktori
jedan drugom supresuju irelevantnu varijansu, sto se naziva reciprocna ili kooperativna supresija
(Ludlow & Klein, 2014; Tzelgov & Henik, 1991). U ovim slucajevima prediktori najcesée
objasnjavaju gotovo isti deo varijanse kriterijuma, zbog cega je donekle sli¢na situaciji
multikolinearnosti.

Slozeni odnosi izmedu varijabli, multikolinearnost i supresorski efekat nisu osobenosti samo
regresione analize. Oni su prisutni i u drugim analizama koje uzimaju u obzir vise varijabli, kao
$to su multivarijantne tehnike faktorska analiza, kanonicka analiza i diskriminativna analiza, a
takode i u oblicima regresionih modela koji uklju¢uju numericke ili ordinalne varijable. Medutim,
odnosi medu varijablama grafi¢ki prikazani Venovim dijagramima mogu, bar delom, da se
primene za razumevanje odnosa izmedu varijabli i u ovim analizama.
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(IV) SESTRE PO GENERALNIM
LINEARNIM MODELIMA

4.1 Povrsinske razlike...

Analiza varijanse i viSestruka regresiona analiza su statisticke tehnike koje se razlikuju u odnosu
na to kojim istrazivackim problemima su namenjene - ispitivanju razlika izmedu grupa ili
ispitivanju povezanosti izmedu varijabli, shodno tome da li uklju¢uju nezavisne varijable koje su
kvantitativne ili kategorijalne. U ovoj knjizi one su i opisane pomocu razlicitih vizuelnih prikaza -
linijskog grafika i Venovih dijagrama. Medutim, iza povrsinskih razlika ove dve analize imaju veci
broj sustinskih slicnosti.

4.2 ...1i dubinske slicnosti

Prva slicnost koja se moze uociti izmedu ove dve analize je priroda zavisne varijable. lako se
razlikuju po prirodi nezavisnih varijabli, obe analize se primenjuju u nacrtima istraZivanja u
kojima su podaci na zavisnoj varijabli kvantitativni i normalno distribuirani — kako bi na osnovu
njih mogle da se racunaju aritmeticke sredine ili korelacije.

Dalje, obe analize primenjuju dekompoziciju varijabilnosti prisutne u podacima. U obe analize
ukupna variranja rezultata na zavisnoj varijabli se ,razlazu” na efekte koji se mogu pripisati
nezavisnim varijablama, odnosno formiranom modelu, i na slucajna variranja koja se mogu
pripisati individualnim varijacijama i koja se obi¢no nazivaju greskom (Ip, 2007). | efekat i greska
su u obe analize mogle da se zapaze na vizuelnim prikazima. Kod analize varijanse to su razlike
izmedu aritmetickih sredina na linijjskom grafiku, a u regresionoj analizi prepokrivenost kruga
koji oznacava kriterijum krugovima koji oznacavaju prediktore. Greska je takode bila
predstavljena vizuelno u obe analize: na linijskom grafiku to su linijje greske, a na Venovim
dijagramima prediktorima neprepokriveni deo kruga koji prikazuje kriterijum.

Analizama je zajednicko i to da za razlaganje podataka na komponente koriste sume kvadriranih
odstupanja od aritmetickih sredina, skra¢eno sume kvadrata ili SS. U analizi varijanse sume
kvadriranih odstupanja od aritmetickih sredina u osnovi su glavnog testa koji primenjuje, a koji
stavlja u odnos variranja izmedu i unutar grupa. Medutim, racun suma kvadrata primenjuje se i u
regresionoj analizi. Naime, koeficijent visestruke determinacije R> moZe se izraziti kao odnos
sume kvadrata koja se moze pripisati objasnjenju na osnovu formiranog modela (SSw) i ukupne
sume kvadrata (SS):
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oz _ SSu _ (y' - M,)*
SS. 2
T (y - My)

— gde su SSwm kvadrirana odstupanja predvidenih rezultata (y') od aritmeticke sredine kriterijuma
(My), a SSt kvadrirana odstupanja rezultata na kriterijumu (y) od njihove aritmeticke sredine (M,).

Primenom suma kvadrata, ove dve analize se racunski mogu svesti jedna na drugu — analiza
varijanse se moze posmatrati kao poseban slucaj regresione analize u kojoj su nezavisne
varijable kategorijalne, pri cemu su kodirane na nacin prilagoden regresionoj analizi (Klasson,
2019). Razliciti metodi za izracunavanje suma kvadrata u visesmernoj analizi varijanse se zapravo
svode na regresione analize koje se razlikuju po tome da li se svi efekti nezavisnih varijabli u
regresionom modelu parcijalizuju jedni u odnosu na druge (tip Ill), u model uvode po
hijerarhijskom redosledu, sekvencijalno (tip 1), ili se uvedeni glavni efekti parcijalizuju jedan u
odnosu na drugi (tip II).

U obe analize u testiranju kolicine variranja u podacima objasnjenih modelom vaznu ulogu ima F
test. Format i namena u ovim analizama mu se naizgled razlikuju — u analizi varijanse primenjuje
se za testiranje znacajnosti razlika izmedu aritmetickih sredina, a u regresionoj analizi za
testiranje znacajnosti koeficijenta visSestruke korelacije. Medutim, u obe analize F test stavlja u
odnos deo varijanse zavisne varijable objasnjen nezavisnim varijablama i deo varijanse zavisne
varijable koji je njima ostao neobjasnjen.

U obe analize rezultat na zavisnoj varijabli moze da se izrazi kao linearni kompozit rezultata koji,
u formi zajednickoj za njih, predstavlja odnos rezultata na zavisnoj varijabli i tri elementa:

Rezultat na zavisnoj varijabli = referentna vrednost + efekat (model) + greska

Specifi¢nije za regresionu analizu i analizu varijanse, elementi ovog kompozita su:

REGRESIONA ANALIZA ANOVA
Y=80o+BXnt+e Y=M,+ (Mg —M,)+ (Y- M)
Y — rezultat na zavisnoj varijabli Y — rezultat na zavisnoj varijabli
Bo— intercept; aritmeticka sredina kriterijskih M:—zajednicka aritmeticka sredina
vrednosti kada su vrednosti na Mg — aritmeticka sredina grupe kojoj ispitanik
standardizovanim prediktorima 0 pripada

X —rezultat na prediktoru
B — parcijalni doprinos predvidanju
e — greska
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Prvi prikazan element u jednacinama je referentna vrednost. U regresionoj jednacini uobicajeno
je oznacena sa a ili, u slucaju vise prediktora, sa fo i predstavlja vrednost na zavisnoj varijabli Y
kada je vrednost na svim prediktorskim varijablama (X) jednaka nuli. Po analogiji sa grafickim
predstavljanjem predvidanja na osnovu jedne varijable, to je vrednost na y-osi koju preseca linija
predvidanja pa joj je Cest naziv intercept. Kada su prediktorske varijable standardizovane,
intercept odgovara aritmetickoj sredini rezultata na kriterijumu. U analizi varijanse referentna
vrednost je aritmeticka sredina rezultata svih ispitanika, bez obzira kojoj grupi pripadaju (My).
Kada su varijable standardizovane, referentne vrednosti ¢e u obe analize imati vrednost 0, te se
mogu razumeti i kao pocetne vrednosti (engl. baseline).

Poslednji prikazan element u jednacCinama predstavlja individualne varijacije neobjasnjene
modelom, koje se obi¢no nazivaju greska ili rezidual. U regresionom modelu to su odstupanja
rezultata na zavisnoj varijabli od po modelu predvidenog rezultata, koji se obi¢no oznacava sa e
(od engl. error). U analizi varijanse to su odstupanja rezultata na zavisnoj varijabli od aritmeticke
sredine rezultata njegove grupe (Y-Mg). Kada je rezultat na zavisnoj varijabli oblikovan iskljucivo
individualnim varijacijama, uocljiva je analogija izmedu grafickih prikaza analize varijanse i
jednostavne regresije. Linija na linijskom grafiku i linija predvidanja rezultata na osnovu dve
standardizovane varijable imaju isti pravac — horizontalan, kao na graficima 4.1a i 4.1b. Kada nije
modifikovan postojanjem efekta, u obe analize rezultat na zavisnoj varijabli odreden je iskljucivo
njegovim odstupanjem od linije.
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Slika 4.1a. Jednosmerna ANOVA — odsustvo Slika 4.1b. Jednostavna regresija — odsustvo
uticaja nezavisne varijable uticaja nezavisne varijable

Centralni parametar u obe jednacine je uticaj koji nezavisna varijabla ima na zavisnu varijablu,
odnosno efekat modela. U regresionoj analizi to je velicina parcijalne veze prediktora i
kriterjuma, koja ima ulogu pondera rezultata na prediktoru (BX). U analizi varijanse to su
medugrupna variranja. Kada se zanemari uticaj greske, rezultat pojedinacnog ispitanika ce
zavisiti od toga kojoj grupi pripada i koliko aritmeticka sredina te grupe odstupa od zajednicke
aritmeticke sredine (Mg-My).

Zajednicke osobine svrstavaju analizu varijanse i regresionu analizu u relativno Siroku grupu
analiza koje se nazivaju generalni linearni modeli.
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4.3 Linearno i generalno u modelima

Upotreba termina linearnost ociglednija je u regresionoj analizi, u ¢ijem proSirenom nazivu se i
nalazi. U ovoj analizi odnos prediktora i kriterijuma je takav da se moze predstaviti pravom
linijom, a linearnost odnosa svih varijabli u modelu (kriterjuma i prediktora, prediktora i
prediktora) jedan je od najvaznijih uslova za primenu ove analize. Sa druge strane, kod analize
varijanse, u koju je uklju¢ena jedna zavisna kvantitativna varijabla, potreba uslova za linearnos¢u
nije od znacaja jer su ostale varijable ukljucene u analizu kategorijalne. Stoga je osnovni razlog
za linearnost u nazivu ove grupe modela drugi. Ono Sto obe analize Cini predstavnicama
linearnih modela jeste to $to se u obe odnos kriterijuma i parametara moze izraziti jednac¢inom
koja je u osnovi linearna, odnosno takva da vrednost na kriterijumu raste ili opada s obzirom na
vrednost kompozita linearno (a ne npr. logaritamski ili eksponencijalno..). U linearnim
jednacinama odnos rezultata na zavisnoj varijabli i parametara nije zakrivlien dodatnom
transformacijom rezultata.

Transformacija vrednosti na varijablama je neophodna da bi se postigao linearan odnos u
analizama u kojima zavisna varijabla nije kontinuirana i normalno distribuirana, nego
kategorijalna ili ordinalna. Takva je, na primer, logisticka regresiona analiza, namenjena
predvidanju pripadnosti slucajeva u dve ili veci broj grupa. U takvoj analizi linearnost se postize
transformacijom rezultata na zavisnoj kategorijalnoj promenljivoj u logaritme $ansi, koja je novi
element u regresionoj jednacini. Takve analize pripadaju Siroj grupi generalizovanih linearnih
modela (engl. generalized), Cija podgrupa su generalni linearni modeli kojima pripadaju analiza
varijanse i regresiona analiza (Dunn & Smyth, 2018).
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